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COUPS D’ESSAI 

G É O M É T.RIQ UES„ 


COHTE N ANT 

L’Analyse angulaire de la quarante feptième propofmon d’Euclide, fuivie de 
deux propofitions generales, dont elle n’eft qu’un cas particulier. 

Une nouvelle propriété des Poligones inferits au cercle 7 Suivie de la loi générale 
que fuivent entr’eux les mêmes poligones , & de pjufieurs Théorèmes curieux , 
avec une nouvelle Théorie générale des figures Isopéri.metres. 

Une Solution illusoir e du Fameux problème de la Quadrature du cercle, accom* 
pagnée de fix Théorèmes fort curieux , de quelques obfervadons fur les fedions 
coniques , & d’un Mémoire dans lequel on détermine , qu’elle elf la meilleure 
forme poflible, que l'on peut donner aux chambres des Mortiers , pour > 
que leur portée foit la plus grande dont la charge eil capable, fans nuire à la 
durée de ces bouches à feu. 
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DE COBENZL, 

CHAMBELLAN DE LEURS MAJESTÉS IMPÉRIALES 

ROYALES APOSTOLIQUES &c. &c &c. 
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N füifant paroître 


cet Oiizra^ fous vos Aiu 


fpices, je rends hhommage que je dois à V étendue de 
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vos connoijfances , à votre grande pénétration , ^ à 
la vivacité de votre Gortt moral , qui Vous fait dif- 
cerner fur Je champ y ce qui eft mauvais y médioa cy 
bon ou excellent. 

Vous aimez les fciences certaines y celles fur tout y 
où l' évidence ^ la certitude dominent tour - détour , 
votre ejprit s'y plait, ainfi j'ofe efpèrer que *cette pe- 
tite produéiion de ma foïble capacité pourra Vous être 
agréable. 

J'ai vû avec un plaifir inexprimable , que Hncer- 
tain ^ le faux ne trouvent point entrée dans vôtre 
ame , que la vérité feule a le droit dy pénétrer , en 
un mot y fat vû votre raifon fe porter avec déledation 
fur les objets les plus fublimes des connoijfances hu^ 
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moines y ^ fiifir avec ardevr tout ce qui peut y ou 
éclairer votre efprit y ou être utile au bofibeur de 
I humanité y dans un âge où la raifon de la plus part 
des autres hommes commence à peine de fe faire 
appercevoir. 

Cejl avec ces rares qualités , que Vous entrez 
dans la carrière la plus importante la plus diffciky 
celle de la politique. Vous allez marcher fur les tra^ 
ces dnm Pere Rlullrey qui par fes grandes vertus ^ 
fes rares talens , a fçu depuis plufieurs amiées mériter 
V^ime de fes Augu fies Souverains , ^ fe faire admirer 
de toute ! Europe. Je vois eti Vous fon digue Succejfeur y 
^ je me réjouis d'avance des gt’andes chofes dont Vous 
êtes capable y taîit pour le bien du fervice du meilleur 
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des Céfars qui vous a déjà attaché à fa perfonne, que 
pour le bien de tout le genre humain. 

Je fuis avec un profimd refpeâ , 



O S X JE xr JEL, 



Votre trh - humble & 
tris - obUpant Serviteur , 

• MARSSON. 
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æ ^oiS a peine atteint ma d’onzième an- 
née, lorfque je vis fur la table de l’un 
de mes amis, des traits tracés flir du 
papier, qui me fraperent d’étonnement, je lui de- 
mandai pourquoi il avoit fait ces traits? il me ré- 
pondit, que c’étoit le fujet de là lei^on de Géomé- 
trie. Je lui demandai enliiite ce que c’étoit que 
cette fcience , il me répondit, que c’efl: la connoifl 
lance des propriétés de l’etcndiie bornée , la feule 
& unique fcience où notre efprit efl: alternative- 
ment conduit & éclairé par Tevidence, & la certi- 


Digitized by Google 



IT 


PRÉFACE. 


tude 5 cette réponfe m’enflamma du défit de l’étudier 
&: de la lavoir. 

J’ENTREPRIS des lors l’étude des Mathémati- 
ques avec une ardeur peu commune , j’y faifois 
difoit-on des progrès gfièz rapides, & mon Profefi 
feur étoit content de moi , mais je ne l’étois pas moi 
même , parce qu’en certaines leçons je ne concevois 
point les chofes que les autres difbient concevoir 
très bien j l’evidence me paroifibit très rare , & la 
certitude très difficile, dès ce moment je commen- 
çai k croire que la nature avoit été ingrate k mon 
égard , & il s’en fallu de peu’ que cette facheufe 
reflexion ne me fît abbandonner l’étude , tant étoit 
grande la crairite que j’avois de ne pouvoir réulîîr. 

L’amour delà gloire fbutenant mon efprit & 
ranimant mon courage, me fît continuer, les refle- 
xions que le -tems & les circonftances font naître, 
ont éclairci plufieurs de mes idées , j’ai vû peu à 
peu de nouvelles clartés, & maintenant je vois que 
celles qui me font refiées obfcures , le font auflî 
pour des Savans célébrés auxquels je n’oferois me 
comparer. 

Après avoir fini mon cours complet de Mathé- 
matique, j’ai tout recommencé, & lu tous les au- 
teurs 
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teurs qui en ont écrit des traités dans notre langue, 
je les ai lû avec la plus grande attention , j’ai com- 
paré les differentes route» qu’ils ont pris & je ftiis 
parvenu à voir par mes comparaifons , que tous 
nos Sificnies d’Elémens de Géc»mètrie ne font point 
dans l’ordre naturel, parce que chaque Auteur au 
lieu de fuivre l’ordre des idées & des chofes, pré- 
pare d’avance un échafaudage qui lui eft propre , 
afin de parvenir à démontrer d’une manière diffe- 
rente de ceux qui l’ont précédé , les propbfîtions 
générales & fondamentales de la Géométrie. En 
un mot , j’ai vû que l’on démontre les proprié- 
tés de l’étendüe bornée , fans fuivre l’ordre ae la 
nature , & que c’eft faute d’avoir fuivi cet ordre’ 
fublime, que l’étude de cette Science fe trouve 
sèche & ennuyeufe, par la raifon que l’on reçoit 
k chaque pas que l’on y fait , le fentiment de la 
foibleflè de l’efprit humain. 

Ces obfèrvations m’ont engagé de chercher la 
caufe.du défaut d’ordre & de lîmplicité de tous nos 
livres élémentaires , j’ai trouvé que c’eft, parce' 
qu’aucun des Auteurs h’a établi fes premiers prin- 
cipes fiir la manière dont la Nature nous donne 
les premières idées de l’etenduë , cela eft fi vrai , 
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qu’il n’y en a aucun , ‘ qui ait commencé fon ou- 
vrage par la définition de ce mot générique, dont 
l’idée eft le fondement de, toute JaGéomkrie. La 
railbn de cette négligence eft fort fimple , c’eft qu’il 
y a très peu de perlbnnes, qui le donnent la peine 
de connoître qu’elle eft la véritable idée que l’on 
doit attacher à un tel mot, dont on fait, ou dpnt 
on veut faire ulàge. C’eft cependant de cette har- 
monie des hommes , k attacher tous enfcmbles la 
même idée au même' mot , que dépend la clarté 
de leurs dilcours, & c’eft de l’arrangement de leurs 
idées, dans l’ordre^ue la Nature les fait naître, que 
dépend la fimplicite & la beauté de tous les ouvra- 
ges produits par les genies fupéricurs. ' 

Il eft cependant vrai, que la fcience du Calcul, 
ni la Géométrie ne pourront jamais s’étudier avec 
la même facilité que l’Hiftoire , par la railbn que 
l’étude des Mathématiques confifte à introduire de 
nouvelles idées dans l’elprit de ceux qui les appren- 
nent, & qui plus eft, des idées qui deviennent 
continuellement plus compofées, à melure que l’on 
a /anccj l’Hiftoire au contraire ne prélente que des 
faits d’aâions humaines , toutes relatives au pou- 
voir que nous avons d’agir, & à ce que nous vo- 
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yons fe pafïèr fous nos yeux, parconféquent fami- 
lier à tout le monde , fbit pour les chofts ou pour 
les expreffions dont on fait ufàge. Nous Ibmmcs 
néamoins afllirés , que les démens peuvent devenir 
fi dairs & fi interrdîàns, que l’on pourra avec un 
peu d’attention, les étudier avec plaifir, làns maître 
& lans beaucoup de peine j pourvû que l’on ob- 
lèrve dans leur compofition, de donner des défini- 
tions exactes , & l’ordre vraiment naturel au^ 


vérités dont la chaîne forme l’enlemble que l’on 
nomme (cience. Je fens bien que l’on dira,^ voilà 
le nœud Gordien, tout le monde lait, que les Elé- 
mens doivent avoir ces qualités , mais le difficile eft 
de les faire , tous les hommes un peu éclairés font 
capables de former des projets, mais on en trouve 
peu qui foyent capables de les mettre en exécution, 
. parce qu’aucun obfiacle phyfique ou moral ne 
s’oppofe à l’aétivité prodigieufè des imaginations, 
aij lieu qu’il s’en rencontre un très grand nombre, 
qui font échouer l’exécution. J’ai lènti toute la 
force de cette difficulté, j’en ai voulu éproMjget 
tout l’embarras, en travaillant pendant quelque 
tems à compofer des Elémcns, j’ai vu par mon 
travail, que les premiers principes font ce qu’il y 
a de plus difficile à bien établir > pareeque l’imagi- 


Digitizi . Google 



P R É F a ' C *E. 


V I 

nation ne peut point fe former l’image de l’ordre 
admirable de la Nature , dans la chaîne infinie de 
ies vérités néceflàires , qu’il faut ablolument qu’elle 
fe taife , pour laifïer à l’intelligence la liberté de le 
contempler ailèz longtems , afin de s’en former une 
idée claire & diftinéfe qui la mette en état de le 
dévoiler aux hommes. 

^ J’ai fait tous les efforts dont je fuis capable, pour 
bien fàifir & dévoiler cet ordre unique , dans les 
premiers principes de la fcience du Calcul & dans 
ceux de la Géométrie, & quoiqu’il me paroiflè que 
j^y ai réufîi, je n’oferois aflùrer que ce foit parfai- 
tement , car il eft bien difficile d’avoir toujours 
l’cfprit porté à confiderer les chofes comme elles 
font en elles mêmes, fans y mêler quelquefois les 
coups d’œiril ténébreux des anciennes habitudes & 
des vieux préjugés, mais je crois avoir fait quel- 
que progrès , par l’approbation que j’ai reçu de 
pluficurs perfbnnes éclairées , fur les chofes que je 
km ai communiqué. 

La contemplation de l’ordre naturel m’a fait dé- 
couvrir, qu’il n’y a point deux Sciences de calcul, 
j’ai vû clairement que l’Arithmétique & l’Algèbre 
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ne font qu’une feule & même Science, aue la fé- 
condé n’eft autre chofè que la première élevée juf 
ques aux abftraétions où notre intelligence la por- 
te, qu’ainfi les opérations de la première conduifenC 
tout naturellement à celles de la fécondé, que par 
cette raifbn, elles doivent toujours marcher d’un 
pas égaj l’une à la fi?ite de l’autre,' j’ai encore vû, 
qu’il n’y a que deux opérations véritablement dif- 
ferentes , qui font la con)pofition & la dccompofi- 
• tion , modifiées chacune de trois manières, la pre- 
mière en addition, multiplication , & élévation de 
piiiflànce. La fécondé, "en fbufiraétion . divifion 
& extraélion des racines. Qiic c’efi: dans cet ordre 
que les opérations de la fcience du * calcul doivent 
être difpofées dans les Elémens , popr’ conduire en- 
fuite au grand but de l’intelligence,' c’eft-*à-dire au 
pouvoir de comparer , d’où dérive la Théorie des 
rapports , celle des proportions, puis enfin celles 
des combinaifbns. 

J’AI vû de pins, que l’infiitution des figues -h 
& — , a uniquement pour but , de faire connoître 
les effets oppofés des quantités les unes k l’egard 
des autres, & non point d’indiquer les opérations 
d’addition & de fouftradtion des quantités qui en 
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font affectées, ainfi qu’on l’enfdgne dans tous les 
Elémens d’Algèbre. Là Théorie de ces hgncs de- 
vient fi naturelle, qu elle ne laille plus aucun dou- . 
te dans i’efprit , enforte que le langage barbare que 
fbn ignorance avoit introduit, difparoit de lui même, 
pour faire place à des raifbnnemens toujours accom. 
pagnes de l’évidence la plus pure. 

A l’égard de ce qui concerne la Géométrie , j’ai 
vû qu’elle a fa fource dans nos facultés fenfitives . 
les plus générales , par lefquelles nous recevons 
l’idée de l’etenduë, mais quoique cette idée fe trou- 
• ve de néccflîté ablblüe chez tous les hommes , ils 
ne l’ont cependant que d’une .manière très confule, 

. je me luis afluré de cette vérité, en demandant k 
plulîeurs perfofines éclairées, comment elles conçoi- 
vent l’étendüe, mais aucune des réponfes qui m’ont 
été faites ne m’a paru latisfailante : J’ai donc été 
forcé de chercher moi -même à me rendre cette 
idée plus diftinéte , k caufe que je voyois que c’ell 
iuf elle que pofe tout l’édifice de cette feience. 

Je n’ignorois pas, que d’après le célèbre Locke, 
pn étoit du fentiment qu’il n’V a que les idées 
çpinpofées qui peuvent être d&nies , en expofant 
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dans l'ordre naturel les idées fnnples qui forment 
Vidée compofée , que par conféqiient les idées /impies 
fie peuvent point l'être. J’ai Ibupçonné que la coii- 
eliifion de ce raifbnnemenc poiirroit bien fe trou- 
ver faufle, & ftir cela je me fuis jetté dans des 
méditations qui m’ont conduit k connoître, que 
les idées fimples ont aufîi leurs manières d’être dé- 
finies , laquelle conlîfte k expofèr comment elles 
nous viennent par les fens. 

J’ai tout de fliite fait l’application . de cette for- 
te de définition k ce que l’on nomme étendue , & 
j’ai trouvé qu’on a donné ce nom, a' la quantité des 
fenfationSy que nous recevons de chaque objet , foit 
par le fens de la Vue ou par celui du Taéiy & dès 
l’inftant que j’ai eu fait cette définition , j'ai fenti 
que j’avois une idée claire & précife de ce que 
l’on entend par le mot d’étendue. 

L’usage que l’on fait de ce mot, cft parfaite- 
ment conforme k la définition, que nous venons 
' d’en donner, car lorfque l’on contemple le Palais 
d’un Monarque, on juge par la quantité des mou* . 
veraens que l’on eft obligé de faire avec les yeux 
pour voir toutes fes parties , qu’il a une grande 


4 


Digitized by Google 



X 


PRÉFACE. 


médiocre ou petite étendue. Les Militaires jugent 
de U même manière , qu’une Armée occupe une 
certaine étendue de terrein, pn dit encore que les 
villes de Paris & de Londres font d’une grande éten- 
due, qu’un ouvrage tel que l’Encyclopédie , qui con- 
tient nombre de volumes eft d’une grande étendue. 
Que les projets d’unPolitique habile font d’une grande 
étendue , & qu’il a des vües fort étendues, lorlqueiès 
pfojets & Tes vües embraflent une quantité con- 
fiderable de choies &c. . Par où l’on voit, que 
le fens propr.e du mot étendue fignifie une cer- 
taine qiiantité de lènlàtions , & qu’au fens figuré, 
il fignifie une multitude de choies. 

Il eft des idées fimples qui nous viennent par 
tous Mes lèns, telles font les idées d’unité & de niiil-' 
titude ou quantité, elles dépendent l’une & l’au- 
tre des fentimens fticcefififs & diverfifiés, que nous 
font éprouver les êtres qui nous environnent. En- 
fin il y a des idées qui nous viennent en même 
tems de nos facultés naturelles & de nos fens, 
telle eft l’idée du mouvement , j’indique ces difté- 
rentes fources des idées fimples , pour faire con- 
noître combien j’ai eu foin de remonter k l’origine 
de toutes nos connoifiances. 

Le 
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Le moyen que j’ai trouvé de définir les idées ' 
fimples a été le plus puilFant fecours dont j’ai fait 
ufage , pour donner aux premiers principes de la 
Science duGalcul, & k ceux de laGéomètrie, toute 
l’évidence & la limplicité dont ils me paroifiènt fiifi 
ceptibles, on croira fans doute , que je n’avois qu’k 
pourfuivre , pour former de bons Elémens de ces 
deux Sciences , mais la chofe n’eft point ainfi, ar- 
rivié aux propofitions fondamentales , je me fuis 
, apperçu qu’il en manque d’efièntielles : 1 a-defius 
je me fuis demandé, fi je fuis vraiment Géomètre ? 
pour ôfer entreprendre d’y, fiipléer, mon amour 
propre auroit bien voulu trancher la queftion,& 
l’on dévine bien comment, mais ma raifon venant 
k mon fecours k fait pancher la balance en faveur 
du doute j il ne fuffit pas m’a t-elle dit , de com^ 
prendre les différens ouvrages qui traitent de cette 
Science, il faut déplus, avoir la lagacité de faire 
ufàge de fes principes, & des ^rités qu’elles ren- 
ferme , pour découvrir de nouvelles vérités , il 
faut aulîi en favoir faire une jufte application , aux 
difiérens objets qui s’offrent k nous chaque jour , 
pouf découvrir les chofes inconnues, afin de recu- 
ler peu k peu les limites de l’efprit humain, 

XX 
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* .Je fentis alors qu’il étoit abrolument nécefïaire 
de mettre à l’épreuve ma foibic capacité, en cher- 
chant à découvrir quelques unes des vérités im- 
portantes qui manquent aux Elémens , afin que 
par 1g bon ou mauvais fuccès, je connuflè de quoi 
je fiiis capable. Mais mon* embarras étoit de me 
fixer un lujet , fèntant bien que lî je n’avois pas 
un point de vite fixe, mon efprit ne feroit qu’er- 
rer k l’aventure, & ne pourroit arriver à rient à 

moins qu’un heureux hazard ne vient k mon fecours, 

» 

La profonde vénération que j’avois conçu pour 
les Philofophes de la Grèce, & en particulier pour 
le célèbre Pythagore me conduifit k l’examen de les 
découvertes en Géométrie. Celle qu’il a faite fiir 
le triangle redtangle fut pour moi une fource fé- 
conde de reflexions , m’ayant paru fingulier qu’une 
fi belle propriété ne fe trouva appartenir qu’k ce 
triangle. 11 me vmt alors dans l’clprit, que cette 
propofition fi fameiife du Sage de Samos, pourroit 
bien fe trouver n’èfre qu’un cas particulier d’une 
propofition infiniment générale, appartenant k tous 
les triangles polfibles, & k chacun de leurs côtés. 

Je conçus un défir ardent de faire la découverte 


% 


Digitized by Google 



^PRÈFJCE. 


xiit 


de cette propofition générale , ou de m’afîlirer qu’il 
n’y en a effèdlivement point. Quoiqu’il me parut 
que de l’entreprendre , fut de ma part une témé- 
rité impardonnable , je l’entrepris cependant , la 

f )rémière tentative que j’ai fait à été infrudtiieule , 
a Icconde m’a réufll -au delà de toutes mes efpé- 
rances, & c’eft l’une & l’autre de ces tentatives qui 
forment le premier Coup d’ElIài géométrique que 
je préfente aujourd’hui au Public. C’eft aux Géo- 
mètres à juger du mérite de ma découverte , & du 
rang qu’elle doit occuper dans les Elémens de Géo- 
métrie. 

Satisfait, mais non enflé de mon fuccés, je 
ne penfois poifit de faire de nouvelles recherches 
lorfque le mémoire fur les poligones circonfcrits 
•au Cercle de Mr. Zanotti, m’eft tombé entre les 
mains , j’ai été furpris de ce que cet habile Profet 
feur , n’a rien fait ftir les poligones infcrits , qui 
m’ont parû mériter la même attention , & devoir 
fuivre une Loi analogue à celle des ciribnferits. 

Je ne pû m’empècher d’entreprendre de décou- 
vrir cette loi, mais je fèntis bientôt toute la diffi- 
culté de l’entreprife, & comme en pareille circon- 
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fiance , on tourne fon fujet de tous les côtés, pour 
chercher la route qui conduit au but que l’on fe 
pFopofe, l’ayant fait, fài découvert une propofi- 
tion allbz fingulière , qui m’a enfuite dire(5Venient 
conduit à mon objet, c-a-d. à la loi que fuivent 
entr’eux les poligones réguliers inferits, relative- 
ment a celle que* fuivent les poligones réguliers 
circonferits. 

/près avoir rempli la tâche que jem’étois im- 
pofée, mon efprit appliqué à la contempJation des 
relations qu’ont entr’elles les deux familles des Po^ 
ligones inferits & circonferits, n’a point pû s’arrêter 
tout d’un coup , j’ai été contraint comme malgré • 
moi , de former plufieurs Théorèmes aflèz curieux, 
qui font un aflidoire à l’objet principal, mais qui 
peuvent devenir utiles, cela eft fi vrai, que celui* 
de tous qu’on auroit le moins foupçonné de pou- 
voir le devenir , m’a fervi de moyen pour traiter 
d’une manière nouvelle &: en grand , la Théorie 
de la bran#\e géométrique des ifibpérimètres, que 
le célèbre Pythagore a dit-on ébauchée, mais dont 
l’ouvrage n’eft point parvenu jufqu’a nous. Ce 
qui refte *à dire fiir cette Théorie, confifie en quel- 
ques problèmes interreffans , que je compte de pii- 
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blier un jour pour la rendre complette tels font 
les matériaux qui compofent le fécond coup d’Efïài 
géométrique, dont le fiiccès me paroit être à-peu- 
près aufll' heureux que le premier. 

Quand on a réufll dans deux entreprifes diffi- 
ciles & epipeufes, oh a le fentiment de fa force, 
& l’on ôfe en faire de nouvelles qui exigent plus 
de témérité. C’eft précifément ce qui m’eft arrivé, 
me trouvant contraint de garder la chambre par 
un rhume qui me traccafibit, étant dans un pays 
étranger, où j’avois peu de connoiflances , & dans 
un hyver auffi désagréable qu’il eft polfible, je ré- 
folus de m’occuper à quelque chofe qui fut capa- 
ble de m’amiifer , le fujet qui fe prefentat pour rem- 
plir mon defîein , fut la Quadrature du Cercle, j’a- 
voue que je ne pû m’cmpccher de rire lorfque cette 
idée fe préfenta, je la trouvai conforme à mon but, 
parce que je la trouvois ridicule, & je me mis à la 
chercher. 

La première penfee qui me vint, flir la manière 
dont je devois m’y prendre pour réfoudre ce fa- 
meux problème, fut, qu’il étoit probable que la. 
circonférence du cercle fe trouve troifîème pro- 

XX 3 
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portionelle aux périmètres de deux poligones cir- 
confcrits ou de deux infcrits , j’ai cherché à -véri- 
fier fî cela eft ainli, & chemin failant j’ai fait une 
Démonftration qui femble le prouver k la rigueur, 
parce que le paralogifme qu’elle renferme efl; fi fub- 
til , qu’il faut être un peu Géomètre pour pou- 
voir le découvrir, k l’égard de ceux qui ne le 
font pas, ils. peuvent reconnoître que la folution 
eft faullè , en comparant fon réfiiltat avec les apro- 
ximations que nous avons du rapport de la circon- 
férence k fon diamètre. Je n’ai pas crû devoir dé- 
voiler ici ce paralogilme, pour Jaiflèr aux jeunes 
Géomètres le plaifir de le chercher , puisqu’ils 
auront par cette recherche l’avantage d’apprendre 
combien il eft important de ne pas fe prefièr k croire 
une propofition vraie, quoiqu’elle foit accompa- 
gnée d’une démonftration, mais qu’ils doivent faire 
la plus. grande attention poflible, (avant de donner 
leur confentement, ) pour concevoir évidemment, 
fi les raifons qui la compofent , lient de toute rié- 
celTité l’hypothèfe avec la conclufion , parce que 
c’eft l’évidence de cette liaifon intime, qui fait l’efi 
fence de toute démonftration. 

\ 

m P 

J’AI placé k la fuite de cette folution illufoire , 


\ 
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fix Théorcmes qu’elle m’a fait découvrir, ils fer- 
vent de continuation à la* célèbre propofition ^Ar- 
chimède fur le Cylindre circonfcrit k la fphère, on 
les trouvera fort curieux & interf eflàns , parce qu’ils 
laifîent entrevoir que l’on peut par leur moyen, 
faire quelque découverte. C’eft k des cfprits plus 
penetrans que le mien, qu’il appartient d’en, faire 
l’entreprife , la Table des formules que j’ai fait 
pour fervir k leur démonftration pourra peut-être 
fe trouver de quelque utilité pour cette recherche. 
Je les ai placés dans ce lieu, pour que l’effet fbit k la 
fuite de fa caufe , & k fin de donner occafion k nos 
le(5teurs , d’entrer fans. peine dans la route qui nous 
les a fait découvrir* * • 

•Voila ce que contient le trdifième coup 
d’Eflki géométrique, par lequel je termine çe petit 
ouvrage, qui me parojt fuffifknt pour me faire 
connoître par l’accueil qu’il recevra , fi mes tra- 
vaux^ font de quelque prix aux yeux des connoifi 
leurs, s’il arrive qu’on en faffè quelque cas, je 
n’hefiterai point de publier les autres fruits de mes 
méditations, ^dont l’un eft une Théorie nouvelle 
& firnple des propriétés des lignes parallèles ; *un 
autre a pour objet, le principe exadt de la mefurc 
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des furfaces, & de la folidité des corps j celui qui 
le fuit eft une démonftraCion rigoureufe du Théo- 
rème fondamental, liir lequel on établit tout ce qui 
concerne le mouvement compofc, laquelle dt ac- 
compagnée d’une propolîtion nouvelle fur ce fujet, 
qui le rend plus évident. Enfin , le dernier efl: la 
découverte , que les Equations des trois fed:ions 
coniques forment entr’ elles une proportion conti- 
nue arithmétique, qui eft le fondement de toutes 
les relations de leurs propriétés, d’où il réftilteque 
les folides décrits par les révolutions de ces trois 
courbes autour de leur axe, font aulîl en proportion 

continue Arithmétique. 

« 

Si c’ eft étendre les connoilîànces humaines, que 
de faire connoître la lenteur des progrès de l’efprit, 
dans les vérités abftraites, on en trouve ici une 
occafion frappaqte , qui nous humilie plus qu’elle 
ne nous flatte, car d^uis que l’Illuftre Pywûgore 
a découvert fà propontion , jufqu’au moment pré- 
fènt que nous publions la propolîtion générale 
dont die n’eft qu’un cas particulier , il s’eft écoulé 
treize Siècles. 

Les fix Théorèmes qui fervent de continuation 

à celui 
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a celui à!Ari'hmede fur le Cylindre circonfcrit. à la, 
jphère, font à peu près dans le même cas, il fem- 
ble donc, qu’il faut ce grand intervalle de temps 
pour palTer d’un cas particulier à la propolîtion gé- 
nérale, quoique toutes les propofîtions intermé- 
diaires qui pouvoient y conduire, ayent néceflàire- 
ment palfé dans l’efprit de tous les hc»mmes de gé- 
nie, qui le font appliqués k cette Science , pendant 
que les treize Siècles fe font écoulés. Qiielle len-' 
teur ! k découvrir des vérités contre lefquelles les 

Î )airions & les capricçs ne luttent point , & Hir 
efquelles les préjugés & les opinions n’ont auotine 
prifê l il eft aifé de voir qu’on ne peut l’attribuer 
qu’k l’extrême foiblellè de l’efprit humain , c’eft-k- 
dire, k la difette des hommes dont l’efprit eft capable 
de faire de nouvelles combinailbns d’idées. 

- Comme je n’ai aucune envie de m’attribuer les 
produèVions des autres, s’il arrive, que l’on trouve 
que quelques unes des choies , qui font dans cet 
ouvrage , ont déjà été publiées , làns qu’elles foyent 
parvenues k ma connoilTance , je m’en défifte de 
bon cœur, pour en faire honneur aux perlbnncs k 
qui elles appartiennent. 

XXX 



Digitized by Google 



•J 




^ O ^ 







TABLE 


des principales Matières cotitenues dans' 
cet Ouvrage^ 

% 

» 

i^ quatre de la bafs de l’angle obtus d’un triangle obtusangle,- 
fiirpaÆ toujours la fomme des quarrés des côtes de cet angle , *dc la 
valeur d’un re<flangle fait de la bafe, & d’un fegment intermediaire, p; f..- 
Comparaifun des quanés des trois côtes du triangle obtusangle, 
à trois lignes droites. ?• 4 * 

Les deux lignes qui font au fomtret, des angles égaux à ceux 
die la baie, font égales, &' de plus moyennes proportionnelles entre 
les deux fegmens de la baft , (itués vers fes extrémités. p. 4 ” P 

Ces deux lignes le réunilTent, & n’en font qu’une, lorlque le 
triangle eft reélangle, la bafe n’ayant alors que deux fegmens, cette 
ligne unique leur eft moyenne proportionelle: * ^ p. f. 

Quand cela arrive, la lommedes qnarrés des deux côtés ‘Je l’angle 
droit, eft précifement égale au quarré de la bafe. ’ P- 6 . 7 - 

Si l’angle du fommet d’un triangle accutangle , eft moindre que 
chacun des angles de fa bafe , les lignes qui formenmt au foumiet , 
des angles égaux à ceux de h bafe , Ibrtiront du triangle, feront égales ,- 
& moyennes proportionnelles entre les fegmens kit lur la bafe > -pris 
depuis leur rencontre, & l'extrémité de la bafe la plus éloignée- , 

Dans cette même fuppofition, la fomme des quarrés des deux côtes 
de l’angle du fommet du triangle accutangle, furpaife le quarré de la 
bafe, précilèment de la valeur du re<ftangle fait de la bafe du trian?^®» 

& de ù dilbutee des deux lignes égales qui patteiu du Ibmmec. P- ist-. 
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Moyen de trouver imc troifième proportionetlc i deux lignes don- 
nées fins avoir recours aux lignes parallèles. . p. 14. 

Théorème. Dans tout triangle, le ^uarre de l’un de fes côtés, 
vaut prcciremCTit le quarré d’un fécond côte, plus ou moins lerciftangle 
tait par le troili'ème côte , & par le lègment tait Uir lui, compris entre 
Itf linnmet du triangle qui le trouve oppolè au lècond côté, & le point 
ile fciflion que lait je lecond côté , loriqu’on le tait tourner autour de 
fon extrémité oppotee au troilième côté. p. ip, 

'rheorème. Le quarré de l*un des côtes d* un triangle quelconque, 
vaut la ibmme des quarres fait fur tes deux autres côtes ,^pliis ou moins 
un rcdniKlc» fait lur les deux autres côtes, & par un legment de ce 
même côte ( prolongé s’il clt nccellaire) compris entre le Ibmmet du 
triangle, & le poin^ de tèdion tait par le mouvement de l’autre côté, 
autour de Ibn extrémité oppolce au premier côté. ** p. 14, 

Si Ton fait tourner la baie d’un triangle iitbcelle, autour de l’une 
de fes extrémités, ton autre extrémité coupe le côté oppofé, -ou ton 
prolongement, en un point qui eft tellement Ctué, que cette batè ib 
trouve moyenne proportionellc , entre le côté oppoté au centre du rnou - 
vemciu , & le Icgmcnt compris entre le pomt de départ & celui de 
fcéHoti. p. ap. 

M.mièrc fort fimple, de Former en lignes, une pfogreflîon géo - 
métrique, 1rs deux premières étant données. p! qo. 

Connollfant deux côtés d’un triangle quelconque , & l’angle com- 
pris, trouver le troifièmé côté. p, ji. 

Si l’on fait fuccclfivcment tourner les trois côtes d*un triangle, 
autour des trois Ibmmets, pour faire des }>oints de fedlions fur les 
côtes oui leur (ont oppolcs , il en naîtra trois reétanghs , dont celui 
du côte moyen , fera précifément égal à la fomme des deux autres red- 
• angles, faits fur chacun des deux autres côtés. p. ^5, 

La fomme des redangles faits par chacun des côtés du triangle 
& leurs tegmens fecondaires , vaut précifément la tbramc des quarrés 
faits fur les trois côtés du triangle. p. '^5, ‘ 

SECOND COUP D’ESSAI GÉOMÉTRIQUE. p. 13, 

Si on multiplie le périmètre d’un Poligone inferit dans un cercle , " 

par la moitié du rayon, le produit fera l’Aire du Poligone inferit avec 

le double de côtés. ^ 40. 
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■ Les Poligones infcrits au cercle font entr’cux, comme les péri- 
mètres des Poligones infcrits , qui n’ont que la moitié du nom- 
bre de leurs côtés. p. 4J, 

Les Poligones infcrits, font aux Poligones ciiconfcrits , comme 
les périmètres des Poligones infcrits avec lu moitié moins de eôte^, lont 
au.\ périméties des Poligones ciiconicrits. p. gj. 4^ 

Le cercle cit à un Poligonc rnicrit, comme la circonférence clt 
au réiimétre d’un autre Poligone inlciit avec la moitié moins eic côtés, p-44. 

Si Poligones Icmblablcs lont inlcrits & circonlcrùs à lïn 
CerclêT~& qu’on iiilcrive un autre Poligone avec le double de côtés, 
ce dernier fera moyen proportionel eiurc les deux autres. P- 4 f. 

Le périmètre d'un Poügonc inlcrit (impie, clt nu périmètre d’un 
Poligone circoidcat double , comme l’Apothenie de nnlcrit plus le 
rayon , e!t au diamètre. p. 46. 

Le pcriinttre d'un Poligone circonlcrit doiiblc , clt quatrième 
proportionel an rayon plus fA|iotiième de finlcrit limple, au diamètre, 

& au périmètre de rinicnt liinpic. P* 47'^ 

L’Apothème d’un Poligone inferit double, elt moyen proportionel 
entre la riioitié ilu rayon , S: la Ibmmc du rayon & de la perpendi- 
culdire du Poligone inferit (impie. p. 48., 

Toute figure ïcgulière circonferite au cercle, eft moyenne pro- 
portioncHc hirmoniquc, entre l’Aire de la même figure inlcrite, & 
celle de la circonlcrit^c qui a la nioitié moins de côtesr p, fi. 

Le périmètre d’un Poligone inlcrit double, elt moyen preportio - 
ncl , entre te pcriinttre du Poligone (Impie inferit, & le périmètre 
du double circonlcrit. ~ P’ 

Si fon inlcrit & circonferit deux Poligones Icmblablcs, & que 
l’on circonlcrive un autre Poligone avec le duub'c de côtés. Les peri- 
mètres de ces trois Poligones feront en proportion kirmoniquc. p. yq. f4. • 
Théorie générale des Figures Lroperimetres. p. yf. 

Le cercle e(l moyen proportionel géométrique, entre un Poli- 
gonc quelconque qui lui cil circonferit , cil un Poligone fcmfelablc 
iiropcri mètre au cercle. p. yy.' 

L’Aire du cercle, cfl moyenne prnportionellc entre le triangle 
équilatéral circonferit, & le triangle équilatéral illbpérimètrc au cercle, p. y6. 

L’Aire du cercle, efl encore moyenne proportionellc encre le quarré 
circonlcrit, & le quarré iiropcrimètrc au cercle. p. y5. 

Les Poligones réçulcrs jlT!)périmètrcs à un cercle, font en rai. 
fon inverfe de leurs Poligones fèmblablcs ciiconfcrits au même cercle, p, y5. 
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Les Poli^ones reguiiers tir«pcfinièties à un cercle , font en raifon 
inverfe des } criraèttcs de leurs Poligones femblables circonferits à ce 
même cercle. ^ . , . , , P- * 

La fui face du triangle cqutlatcral ifiopérimètre au cercle, ell à la 

futface du quarré idbpciiinètre du même. cercle, comme le périmètre 
du quarré circonicrit a ce cercle, cit au périmètre du triangle équi - 
latéral circonlcrit. ^ ^ ^ ^ p. 5-7. 

La furfacc du triangle équilatéral iiropcrimètrc au cercle , elt à la 

furfacc du Dodécagone aulfi ilfopérimètre à la même figure, comme 
le périmètre du Dodécagone circouferit au cercle , cil: au périmètre 
du triangle équilatéral circonferit. p. fg. 

L’accroiflement fuccclfif des périmètres de tous les Poligones 
réguliers circonferits a un cercle, a mefure que le nombre de leurs 
côtés diminue, cil l'échelle de graduation, dont la furhice d’un Poligone 
régu'icr augmente , par l’augmentation du nombre de fes côtés, en 
confervant toujours la même quantité de contour. p. fp. 

Le rapport de la circonférence d’un cercle au périmètre du triangle 
Muilateral, qui lui clt circonicrit, elt le même que celui de la moindre 
à la plus grande lurface, que peut contenir le même contour, en con- 
fervant Ict lormes régulières. P» 

~ Moyen de déternnner le ritpporc de la furface d’un Poligone ré- 
gulier donné , à celle d’un autre Poligone régulier illopérimètrc , dont 
le nombre des côtés cit donné. P. 60. 

Le cercle, elt de tous les Poligones réguliers , iflopérimètres , celui 
qui contient la plus gnmde furface. • p. 61. 

Ln folide quelconque circonferit à unefphère, eft à cette fphêre, 
en railbn doublée de la railon de cette Iphère, à un Iblide de même 
furfitee qn’cllg, qni cil fcmblable au {blide circonferit. p. 61. 

La fpbéie êft de tous les iblidcs de même furface, celui qui a la 
plus grande lôliilité. , . . , P' 

Les corps ré-guliers enveloppes d’une même quantité de furface, 
contiennent plus de lôlitlité, à niefuie qu’ils ont un plus grand nombre 
de côtés. - - p. df. 

Les folides de même nirface qu’une fphère, font entf’eiix, en rm- 
foii inveilê fbu> doiiblcc, de la tailôn qui le trouve entre les lolidcs 
qui leur font femblables , & qui font'en même tems circonlcrits à la 
même fphère. p. 66 . 

Le cône équilatéral circonferit , le Cylindre circonicrit , la Iphère , 
ik. le cône équilatéral de même futi'ace que lu fphère, ont leur lolldi- 
tés en progrclCon géométrique. p. 69. 

XXX Î 


Digitized by Google 


XXIV 


TJ BLE DES MATIÈRES. 


Démonltration très (impie , de cette propriété connue depuis 
longtems. Que l’Aire du podccagoue infcrk dans tin ce^le, ett pré- 
• cilenient égale à trois (ois le quairé du rayon de ce cercle. p. 

Le giiarré du côté du triangle cquilatcral iiiicrit dans iin cercle, 
eft égal à la Turface du Dodécagooe inictit dans le même cercle. p. 71. 

Une furf'ace irrégulière rcdilignc quelconque étant donnée, la ré- 
duire avec facilité en Dodécagone régulier. p. 71. 

Démonflration direde. Qiic le cercle eft égal à la moitié d’un 
redangle, dont la bafe eft égale à la circonférence, confidcrce comme 
rigoureufemeut courbe / & dont la hauteur eft égale au rayon- p. 7}. 


TROISIÈME COUP DRESSAI GÉOMÉTRIQUE, p. 22- 

La circonférence du cercle eft troiftème proporÿ)nelle aux péri - 
mètres du triangle équilatéral & du quarré circonferits , ou bien à 
ceux du triangle é'quilateral fc du quarré inferits. p. 8(> 

La furfjce du cercle , eft troiftemc proportionelle aux Aires du 
triangle équilatéral & du quarré circoiifcrits , ou bien à celtes du triangle 
équilatéral & du quarré inlcrits. p. 84 - 

Réflexions (uV les recherches de la quadrature du cercle. p. 82* 

La ligne troilième proportionelle aux périmètres du triangle équi- 
latéral 8 c du quarré circonferits à un cercle , eft égale à la ligne troi- 
Cème proportionelle des périmètres du triangle équilatéral & du quarré 
inlcrits au même cercle. . . P* 

L’Aire troilième proportionelle, aux mres du mangle équilatéral 
& du quarré circonicrirs a un cercle , eft égale à FAire âroiüème pro- 
portionelle du triangle équilatéral & du quarré inlcrits. p. 91. 

Les fuifaccs du cône équilatéral & du Cylindre circonferits à une 
fphère, font en proportion continues avec la (urface de cette rphére. p. 91. 

Les Itirfaccs du cône équilatéral & du Cylindre equilatére inrerits, 
font en proportion contiuuc avec la lürtkce de la Iphére dans laquelle 
ils font infcrits. p. 91. 

Les (blidités du cône équilatéral & du Cylindre dreonferits à une 
fphère, font en proportion coutinue avec la fulidité delà même fphère. p. 91. 

Les folidités du cône équilatéral & du Cylindre équilatére infcrits 
dans une fphère , fout eu proportion continue avec la (blidité de la 
même fphère. p. 91, 
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L’Aire troifièmc proportionelle aux Aires <Ic l’cxagonc & de l’oéh)- 
gone infcrits, efl cplc aux aires troiltèmes proportionclfes des Aires 
du triangle équilatéral & du quarré infcrits , & du triangle équilatéral 
& du qoarré circonlcrks. p. pf. 

ObfervatioBs fur les Equations des fcdioiis coniques. p. 

Les Equations de l’Ellyplè , de la Parabole , & de l’Hyperbole , 
font en proportion continue Arithmétique, loriqu’elles Ibnt réduites 
au même paramètre.' p. pdi 

Les Équations du cerde, die la Parabole, & de l'Hyperbole équi* 
iatere, font auflî en {noportien continue Arithmétique. p. 97» 

Gjiiféquences qui en peuvent réfulter. * p. 9g. 

Si l’on ajouté les termes correPpondans de tant die proportions 
continues Arithmétiques qu’on voudra, les Pommes correPpendantes qui 
en rcPulteront, feront aulU en proportion continue Arithmétique, p. 100.^ 
La Pphère, le Paraboloïde, & l’Hyparboloide équUatcre , font 
en proportion continue Arithmétique. p. 101. 

L’EllipPoïde le Paraboloide & l’HyperboIoide font en proportion 
continue Arithmétique. p. lor. 

Ces proportions continues Arithmétiques (bnt celle- cy,-f^ i. ^ f. p. lof» 
Mémoire Pur la meilleure forme polPible , que l’on peut doimer 
aux Chambres (fes Mortiers , pour que la portée dès Bombes y foie la 
plus grande dont la charge e(t capable, &na nuire aucunement a la 
durée de ces bouches à feUk p. lof.. 
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Page 4, ligne i , au lieu de AB X BC, lift{_ AB BC» 

1, ligne 16, au Heu dc (Fig. 2.) /(/êç Fig. i.) 

- — 5i lig'^^ 9» au lieu de ABC, ///<{ ACB. 

12, ligne 15, au lieu de AB-f-ADxAC, AB=r ADxAC 

— 2 — 2 .* 

— —ligne 17, au lieu de, OU bien AB-f- CB==: ACx AC=CD-f-CP 

— 2 

lijil AB -f- ^B = AC X AC + CD -f- CF, puis tout de fuite 
au lieu de ÂÏÏ + CB +ÂC+ ACx DF li/e^ AB 4- CB = 
Âc' -h AC X DF. 

—J — 52, ligne I, lifei fi l’Angle. 

42, ligne IJ, AL»^ AF -f- LA, life^ AL ^ AF -J- LM. 

49 > 7 > 4 / ( AB — AF X 2 AB , life^ y/ ( AB — AF ) x 2 AB, 

5c, ligne 4, ajoutez, & GE =c. 

60, ligne I , au lieu -de it. 28 : : ^ 4 > Hf^ 22 : 28 : : 64: 


Avis au Relieur. 

Les Planches fe mettent à la fin du Livre , & pour 

les faire fortir , il faut leur coler du papier blanc. 

PREMIER 


Digitized by Google 





-.JPRjEJVXXJEXt C O zr JP 

D’ESSAÏ GÉOMÉTRïQt 

A 7 talyfe angulaire de la 47 ', Propojitûm 
' ifEuCLIDE. 


imLâ /L efl démontre, que dans la forme triangulaire, 
les plus grands côtés de cette figure ont tou- 
jours vis-à-vis d’eux les plus grands angles, 
& réciproquement, que les plus grands angles 
ont toujours vis-à-vis d’eux les plus grands côtés. Cette récipro- 
cité de cauiè ôc d’efifet nous a fait (bupçonner que cette figure a lès 
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propïiétés également dépendantes de fes côtés & de fes angles, & 
qu’en général les variétés de toute étendue limitée dépendent üni- 
quement & nécelTairement de la double diverlîté qui a lieu tant dans - 
le nombre & la grandeur \ariable des côtés, que dans les angles 
qu’^s forment par leurs difpofitions. 

Pour donner un exemple frappant de cette afTertion, nous al- 
lons confidérer les relations qu’ont emr’cux les quarrés des côtés 
d’un Triangle, en nous fervant des angles, enfiTite nous détermi- 
nerons ces rélations par les côtés feulement. 

2 , 

Prennons (Fig. i.) le triangle ADC obtus angle en B, lequel ' 
angle B eft par conlcquent plus grand que la fomme des deux au- 
tres A & C. Au (bmmet B & fur AB qu’on fafle l’angle ABO 
égal à l’angle BCA qui eft oppofe au côté AB^ cela fait» on aura 

le triangle ABD femblable au triangle ABC, pareequ’ils ont l’angle 

• 

A commun, & que par la conftruélion l’angle ABD eft égal à l’angle 
BCA, d’où il fuit que l’angle ADB eft égal à l’angle ABC. 

De ces deux triangles femblables, on tire la proportion AC. 
AB : : AB. AD, laquelle donne l’égalité AB = ACx AD. 

En faifant à l’extrémité B de l’autre côté BC , de l’angle obtus 
ABC , un angle CBF égal à l’angle BAC oppofé à BC , on aura 
le triangle CBF femblable au tjiangle total ABC, pareeque l’angle 
C leur eft commun, que l’angle CBF eft par la conftr.égal à l’angle 
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BAC , d’où il reluire que l’angle CFB eft aulÏÏ égal à l’angle ob- 
tus ABC. 

Les deux triangles femblable^ABC & BFC donnent la pro- 
portion AC. BC : : BC. CF, qui donne l’égalité B C £= AC x CF. 

■ ^ . 3 - 

Par les deux proportions AC: AB : : AB: AD, & AC: BC::BC: 
CF, on voit que chaque côté de l’angle obtus ABC, eft en vertu de 
la conftr. moyen proportionel avec la balè entière AC, & fon feg- 
ment correfpondam, 

4 “ , _ ^ 

En ajoûtant les deux égalités A B == AC x AD & B C — - 

ACx CF on en formera cette nouvelle égalité AB BC=:AÇx 

AD + AC X CF qui devient en Cmplifiant le fécond membre 
2 2 

A B 4- B C = AC X AD 4 - CF , la quelle fait connoître que la 
fomme des quarrés des deux côtés de l’angle obtus ABC vaut un 
reélangle qui a pour balè la balè AC de cet angle , & pour hauteur 
la Ibmme de lègmens AD, CF qui ont pour origine les extrémités 
de cette balè 

Mais le quatre AC de la balè eft égal au produit d'elle même, 
par la Ibmrae de tous les lègmens qui la cempofent , c-à-d. que 

A C = ACx AD DF 4- FC , ou ce dernier membre ftirpaftè 

AC X AD 4- CF du reélangle AC x DF , fait par la balè AC & le 

iègment intermédiaire DF ; ce qui nous fait connoître que le quarré 

de la balè AOde l’angle obtus ABC, furpaftè toujours la fomme 

A 2 
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des quarrés A B x B C des côtes de cét angle , de la valeur du 
reélanglc fait par la baie AC & par fbn lègment intermédiaire DF. 

. Quoique les quarrés foient entre eux dans la raifon doublée de 
leurs côtés, nous pouvons cependant comparer les quarrés des trois 
côtés du triangle ABC à trois lignes droites , voici de quelle maniéré. 

Il eft dabord évident que AC*s=ACxAC, que Âb 1= 
AC X AD. & que BC := AC x CF formant de ces égalités, la pro- 
portion que voici: Ac! Ab! BC ” AC x AC. AC x AD. ACx CF, 
on verra que les termes qui compofent la .fteonde fuite peuvent 
tous être ^gs par la même quantité AC, & qu’ainfi elle fe réduit 
à çelle-cy Ac! AB.“ BC* : AC. AD. CF dont la première fuite con- 
tient les quarrés des côtés du triangle ABC & la fécondé les lignes 
qui ont entre elles les memes rapports que les quarrés ont entr’eux. 

6 . 

Les lignes BD, BF , qui font les angles ABD, CBF égaux aux 
angles BCA, BAC, ont aulîi leurs propriétés. La première eft 
fans doute leur égalité à laquelle on ne s’attend pas, mais qui fe 
démontre facilement. Car, l’angle ABD étant égal à l’angle BCA, 
ôt l’angle BAD = l’angle CBF , le troifieme angle BDA du pre- 
mier triangle , eft néceftairement égal au troifieme angle BFC du 
fécond , par conféquent leurs angles de fuite BDF, BFD, fontaufli 

égaux, les côtés BD & BF qui leur font’oppofès font donc aufli 
égaux. 
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La fécondé propriété de l’une de ces lignes égales BD, BF, 
c’eft d’être moyenne proportionelle entre les deux fegmens AD, CF. 

, car les Triangles femblables ABD , CBF donnent la proportion 
AD. BF ::-BD. FC, mais comme BF = BD, on peut dire que 
AD. BF ou BD : : BF ou BD. FC. 

Il fuit de cette proportion continué, que BD ou B F =: 
AD X FC. 

8 . 

De plus, on doit remarquer que l’angle intermédiaire DBF, eft 
néceflàirement l’excès de l’angle obtus ABC fur la fomme des deux 
autres angles A & C , cela efl de nécelTité abfoluë, parceque l’angle 
obtus d’un triangle vaut toujours plus que la fomme de fes deux 
autres angles. 

Mais fi l’angle ABC étoit droit , il vaudroit précilément la fem- 
me des deux autres angles A & C , il n’y auroit donc alors aucun 
excès de l’angle ABC fiir la fomme des angles A & C , par confe- 
quent l’angle DBF fèroit nul, les deux lignes BD & BF fèroient 
l’une fur l’autre, c’efi-à-dire que dans ce cas elles ne feront plus 
qu’une feule & même ligne. 

9 - 

Soit ( Fig. 2 . ) en effet le triangle ACB reébngle en B , la fom- 
me de fès deux autres angles A & C fora de la valeur* d’un angle 
droit. Donc, fi l’on fait au fommet B éxtremité du côté AB un 

angle ABD égal à l’angle BCA oppofé à ce côté l’autre angle CBD 

A 3 
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fera de lui -même égal à l’angle BAC du triangle ABC ; de forte 
que fi on vouloit faire à l’extrcmité B de BC un angle CBD égal 
à langle BAD qui lui eft oppofé, la ligne qui le formeroit avec 
BC > tomberoit néceflairement fur BD , telle eft la réunion des li- 
gnes BD, BF de la Fig. i. lorfque l’angle ABC eft droit. Ce 
qu’il faut encore obferver , c’eft que les angles B DA, BFC de la 
Fig. I. étant égaux , les angles ( Fig. a. ) BDA , BDC font égaux 
par la même raifon; & par conféquent ilroits, ainfi la ligne BD eft 
de toute néceflité perpendiculaire fur AC , & de plus moyenne 
proportkwielle entre AD & DC. 

Les (Fig. 2 .) triangles ABD, CBD font donc aufli équiangles 
& femblables au triangle total ABC ainfî que Pont été les triangles 
(Fig. I.) ABD, CBF pour le triangle ABC, par conféquent nous 
pouvons en conclure les proportions fuivantes, AC. AB :: AB. AD, 
AC. BC : : BC. CD, AD. BD : : BD. DC. 

I 

De cês trois proportions on en peut tirer les trois égalités que 
voici 7Ïb"== AC X AD,BC*= AC x CD, BD‘= AD x DC, 
que nous avons trouvées dans le ( Fig. i.) triangle obtusangle ABC 

t -4 

De même,*en ajoûtant les deux premières égalités, on en for- 
mera celle - cy A B -f- B C = AC x AD -f- AC x CD , ou en fim- 

plifiant le fécond membre A B ^ C = AC x AD -f- CD & com- 
"me AD + CD AC , on a A B + B C == AC x AC ou AC \ 
ce qui fait connoître que la fbmme des quarrés des côtés BA & 
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BC qui forment J’angie droit ABC vaut précUement le feul quarré . 
de la bafe AC. 

Cette égalité de la Ibmme des quarrés des deux côtés qui for- 
ment l’angle droit du triangle reftangle , au lèul quatre de la baie, 
eft une fuite naturelle de ce que nous avons vû , que la fomme 
des quarrés des côtés qui forment l’angle obtus d’un triangle obtus- 
angle (Fig. i.) ABC, eft moindre que le quarré de la bafè AC, de 
la valeur d’un reélangle formé de la balè AC par le (ègment DF 
• fitué entre les lignes BD & BF , & comme dans le triangle reéhn- 
gle, l’angle DBF difparoit, en reduifant les lignes égales BD, BF 
en une feule perpendiculaire BD , le (ègment DF qui exprime l’in- 
tervale entre les extrémités D & F des lignes BD , BF devient nul, 
lorfque ces deux lignes viennent à n’en former qu*une , ce qui arrive 
lorlque la valeur de l’angle ABC devient égale à la ibmme des 
deux autres A & C. 

1 1 . 

Si l’on confidère ( Fig. 2. ) attentivement le triangle obfus angle 
ABC, il fera facile de s’appercevoir, que moins l’angle obtus ABC 
ftirpaflêra la (bmme de lès deux autres angles A & C , plus aulH 
fon excès fiir leur fomme fera moindre. Or cet angle ABC fur- 
pafle d’autant moins la fomme des deux autres, que là valeur ap- 
proche de plus prés de l’angle droit, ainfi fon excès DBF diminué 
à melure que l’angle ABC tend à l’égalité de l’angle droit , de quand 
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? 

U y parvient cet excès devient nécenaireinenr nul , ce qui arrive 
par la réunion des deux lig^nes BD & BF en une feule qui à caufe 
de la confiante éjifitc des angles BDA , BFC , devient perpendi- 
culaire à la balè AC, parce qu’ai ors ces deux angles égaux, étant 
des angles ^e fuite formés par ‘une feule ligne, font nécelTaire ment 
des angles droits. 

12 . 

Les anciens Géomètres, ayant nommé hypoténufè le coté op- 
pole à l’angle droit d’un triangle reélangle , ont exprimé la pro- 
priété du No. 9, en difant que dans tout triangle reélangle , le quarré • 
de l’hypotenufè vaut précilcment la fomme des quarrés de fes deux 
autres côtés. 

13 - 

Nous avons vû No. 2. que le quarré de chaque côté de l’angle 
obtus, vaut un reélangle fait de là bafè de de l’un de lès lègmens. 
On a vû enfuite la modification qui arrive à cette propriété, lors- 
que l’angle efl droit. Voyons maintenant, ce qui arrive lorfque 
l’angle eft aigû. 

14. 

Si (Fig. 3.) l’angle ABC eft aigû , les deux angles A & C fi- 

tués aux extrémités de (à balè AC, vaudront enlèmble plus, qu’un 

angle droit , mais cela n’empêcHe pas que l’angle ABC ne puifle 

être égal à l’un des angles A ou C de (à bafe , ni même qu’il ne 

puifte être égal à chacun d’eux en particulier. Enfin cet angle 

peur 
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peut Ce trouver plus grand que chacun des angles .de Ca bafe; il 
peut auflî Ce trouver plus grand que l’un, & moindre que l’autre, 
& enfin U peut iè trouver moindre que l’un & l’autre. 

15. 

Suppofons maintenant le triangle ACB dont l’angle ABC foit 
aigû , fuppofons de plus que cet angle ABC foit plus petit que 
l’angle ACB, & qu’il foit en môme tems plus grand, que l’angle 
BAC, en failànt à l’extrémité B du côté AB, l’angle ABD égal à 
l’angle BCA, la ligne BD fortira nécelTairement de l’angle ABC, 
à caulè de la fuppofition que l’angle ABC elt plus grand que l’angle 
ABC, ce qui eft caufe que l’angle ABD eft plus grand que l’angle 
ABC. La ligne BD va donc rencontrer la balè AC fiir Ibn pro- 
longement en un point D , de manière que le triangle ABC ell; 
néamoins ièmblable au triangle ABD , à caulè que l’angle A étant 
commun , & l’angle ACB égal à l’angle ABD par la confiru^oni 
l’angle ABC eft néceflàiremcnt égal à l’angle BDA. 

Ces deux triangles , étant femblables, ont les côtés oppoles 
aux angles égaux proportionels, donc AC. AB : : AB. AD. d’où 
on tire l’égalité AB == AC x AD. Failànt enfuite à l’extrêmi'té 
B du côté BC, un angle CBF égal à l’angle BAC qui lui eft op- 
pofé, la ligne BF fera au dedans de l’angle ABC, en vertu de 
la fuppofition que l’angle ABC eft plus grand que l’angle B.\C , 
aiofi l’on aura un triangle CBF femblable au triangle ABC, par* 

B 
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ceque l’angle C , leur eft commun , & que par la conftruftion 
l’angle BAC eft égal à l’angle CBF, donc le troifième angle ABC 
eft égal au rroifième BFC. Les deux triangles ABC & CBF font 
donc fomblablcs.> ainfi ils donnent la proportion continue AC. 
BC : : BC. CF , d’où l’on tire l’égalité B C = AC x CF. 

Les triangles ABD & CBF étant chacun fcmblables au même 
triangle ABC > font ncceflairemcnt fcmblables entre eux, d’ailleurs, 

U eft aifé de voir, d’après la conftruélion qu’ils ont les angles égaux 
chacun à chacun , car l’angle A du triangle ABD eft égal à l’angle 
CnF du fécond triangle CBF. Par la meme raifon l’angle ABD 
du premier triangle eft égal à l’angle BCA du fécond triangle j 
donc Je troifième angle BD.\ du premier triangle ABD eft égal 
au troifième angle BFC du fécond. Donc les deux triangles don- 
nent la proportion AD: BF : : BD CF, mais les angles BDF & 
BFC étant égaux, on à BF= BD, transpofant dans la proportion 
précedenre pour BD fa valeur BF, elle deviendra, AD. BF:; BF. 
CF, laquelle montre que BF eft encore moyenne proportionclle 
entre les deux fegmens AD CF, 'coupés par les lignes BF & 
BD cpii forment les angles de la conftrucbon , d’où il fuit que 
BF*=*^ AD X CF. 

i6. 

Si l'angle (Fig, 4.) ABC eft moins grand, que chacun des 
angles A & C de la hafè , il eft clair qu’en faifant l’angle ABD 
égal à l’angle BCA, puis l’angle CBF égal à l’angle BAC, qu’on 
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aura deux triangles ABD , CBF femblables chacun au triangle ABC, 
■V & de plus, femblables cntr’eux , ce qui donne les trois propor- 
tions continues que voici , AD. AB: : AB. AC, & CF. CB : : CB. 
CA, & AD. BF : : BD. CF , mais à caulè de l’cgalité des angles 
BDF , BFD, on à BF = BD , ainli la dernière proportion devient 
AD. BF : : BF. CF, proportion continués qui eft la même que nous 
ont donne les triangles obtus-angle & rectangle, ainû elle appaiw 
tient à cous les triangles polBbles. 

I/- 

Des trois proportions que le triangle ABC vient de donner, 
on en tire les trois égalités que voicL A B = AD x AC, C B = 
CF X AC & enfin B F = AD x CF qui font précifément les mê^ 
mes que celles du triangle obtus - angle & du triangle reélangic. 

En ajourant les deux prémières égalités on en forme celle- cy 
ÂTb* + CB*= AD X AC + CF X AC ou ÂÜ V AC x 

AD + CF, or AD = AC -f- CD, & CF =s AC + AF , donc 
A B + C B = AC X C AC 4- CD -+- AC 4- AF ; , ou bien A B 4- 
C B = ACx AC 4- AC x (AC 4- CD 4- AF), ou bien encore 
AB 4- C B ;= AC 4- AC x DF , ( parceque AC -f- CD 4- 
AF =: DF. ) égalité qui fait connoître que la fomme des quarrés 
des deux côtés de l’angle aigû ABC (urpafTe le quarté de la bafè 
AC , précifément de la valeur du reéfangle fait de la bafè AC , par 
DF diflance des deux lignes BF & BD. 

B 2 
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l8. . 

De tout ce que nous avons vû dans les paragraphes 14, iç. 
16. il fiiit naturellement, que le quarré du côté d’un triangle eft 
plus grand , égal ou moindre que la fomme des quartés des deux 
autres côtés, fuivant que l’angle oppolc à ce côté eft plus grand, 
égal ou moindre , que la fomme des deux autres angles , & l’on 
voit meme par nos démondrations que les angles font la caufè 
éfficiente de ce qui arrive aux côtés. 

19 * 

Si l’angle ABC eft moindre que chacun des deux autres A &C, 

les deux lignes BD & BF qui font les angles ABD, CBF , égaux 

chacun à chacun aux deux angles BCA, BAC, fortiront néceflàire- 

ment de l’angle ABC & parconfequent ne rencontreront la bafè 

AC que dans Tes prolongemens , mais on n’en aura pas moins 

les mêmes rapports que cy- devant, ainfi que les trois proportions 

continués AD. AB : : AB. AC, & CF. CB : : CB. AC , & AD. BF ; : 

BF. CF, qui donnent les trois égalités AB-f- AD x AC, CB = 
■ ■■ 2 

CF X AC , H F = AD x CF , dont les deux premières donnent 
AB*-4- C B*= AC X AD 4- CF, eu tien A 1 * 4- CE^= AC x 

AC = CD 4- CF , ou bien enfin AB 4- C B 4- AC 4- AC x DF, 
par ou I on voit encore , que la fomme des quarrés de deux côtés 
de l’angle aigd, qui fè trouve moindre que chacun des deux au- 
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treSjfurpafTe le quarré de fà ba(e, d’un rc£tangle fait de cette meme 
* bafe par la diftance DF qui Ce trouve entre les lignes égales 
BD & BF. 


20 » 

Lorlque les deux lignes BD & BF fe réuniflênt , pour ne for< 
mer plus qu’une feule & meme ligne, leur diftance FD devient 
nulle , & a’ors le reélangle de AC x FD eft nul, ce qui Élit con- 
noitre que dans ce cas, la fomme des quarrés des ‘côtés AB & 
CB ne furpalTe point le quarré de la bafè AC , mais qu’elle lui 
eft parfaitement égale , ce qui ne peut arriver , que quand l’angle 
ABC eft droit. Voilà comment la propriété de l’excès des tri- 
angles accutangles, corrduit tout naturellement à celle du triangle 
rectangle, comme l’on ÿ a été conduit par le dé^ut du triangle 
obtus - angle. 

21 . 

- Puifque (Fig. f.) les lignes BF & BD Ibnt égales, fironabaifte 
du fommet B la perpendiculaire BG fur la bafè AC, elle divifera 
nécefîaircment en deyx parties égales en G la diftance FD > de 
(brte que l’excès de la fomme des quarrés AB -|-CB ftirpalTerale 
quarré AC d’un reélangle qui auroit pour bafè AC & pour hau- 
teur 2 F G. 

22 . 

On peut, (Fig. 6 .) par la conftruélion, dont nous avons fiât 

B I 
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ufage, trouver une troifième proportionelle à deux lignes données 
AD & DE qui forment une lèule ligne droite AE, voici comment. 

Formez fur la féconde DE un triangle équilatéral DEB, puis 
de A en B tirez AB, faites enfuice à rextrcmitc D de BE un angle 
EBC égal à l’angle BAD, par une ligne BC qui ira rencontrer 
le prolongement de AE en C , & l’on aura EC pour troificme 
proportionelle demandée. 

Car a caufè de l’angle BD A égal à l’angle BEC, & de l’angle 
BAD égal à l’angle EBC par la conftruélion, les deux triangles 
ABD, BEC, font femblables, ainfi on a la proportion continué 
AD. BE : : BD. EC , mais BE = BD = DE , donc en transpofànt 
pour BE & BD leur égale DË , on aura AD. DE : : DE. EC » 
C, F, D. 

23 * 

Voilà en quoi confifle toute l’analyfe angulaire de cette célé- 
bré propofirion attribuée au grand Philofop.he Pithagore. PafTons 
maintenant à ion examen, dans la généralité d’un Théorème qui 
appartient à tous les triangles poflibles, dont elle n’eft qu’un cas 
particulier. L’on y verra avec fàtisfàéHon que nous avons infi- 
niment fùrpaflé , non feulement ce grand homme , mais encore 
tous les Géomètres qui ont cherché des nouvelles démonfirations 
à fà découvene. 
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A N A L F S E 

de la 47'. Propofition //’Euclide comprife dans 
celle du Théorème que voici y relativement aux 
côtés d'un triangle quelconque. 

Théorème. 

2^4 * 

' Dans tout triangle , le quarré de l’un de fes côtés j vaut 
prccilèment le quatre d’un Iccond côté, plus ou moins le reftangle 
fait par le troifième côté , & par le fègment fait fiir lui , compris 
entre le fommet du tfiangle qui fe trouve oppofS au fécond côté, 
& le point de feftion que fait le fécond côté, lorfqu’on le fiûl 
Tourner autour de fbn extrémité oppofee au troifième côté. 

C’eft-p-dire, que fi l’on prend (Fig. 7, 8,5, 10 ) AB pour 
premier côté, & BC pour fécond côté du triangle ABC, qu’en- 
fuite l’on fafTe tourner le fécond côté BC autour de fon extrémité 
B, par laquelle il joint le premier, pour que fon autre extrémité 
C en tournant amour du point B , coupe en quelque point D le 
troifième côté AC prolongé s'il efl néceffaire. Je dis , que fi le 
premier côté AD , eft plus grand que le fécond BC, qu’alors l’on 
aura l’égalité AB = BC -f- AC x AO, & que fi le premier côté 
AB, eft au contraire moins grand que le fécond BC (Fig. 10.) 
que l’on aura l’égalité AB =; B C — AC x AD, 
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Le premier cas renferme trois circonftances, qui coniiftcnr en 
ce que l’angle ACB oppofô au premier côté AB , ( Fig. 7. ) peut 
également fe trouver aigû , droit, ou obtus. Lorlquc cet angle 
cB aigû, le point de feélion D fait par l’extrémité C, du fécond 
côté BC, en tournant autour de fon autre extrémité B, fe trouve 

nécelTairement entre les extrémités A & C du troifiéme côte AC. 

* 

Lorfque cet angle eft droit, le point de lèélion D , eft néceflairement 
le même que ( Fig. 8» ) le point C de jorélion du Iccond côté BC 
^'cc le troifième côté AC. Enfin , lorfque l’angJe ACB eft obtus, 
-(Fig- 9 ) ie point de feétion D tombe nécefiairement fur le pro- 
longement du troifième côté AC fait à fon extrémité C. 

Pour démontrer le premier cas de ce Théorème dans fes trois 
circonftances, du point de jonélion B du premier ôc fécond côté , 
pris pour centre , & le fécond côté BC étant pris pour rayon , 
décrivez la circonférence CEF , puis prolongez le premier . côté 
AB, jufqu’à ce qu’il rencontre la circonférence décrite en F , en- 
fuite, du centre B tirez au point de feélion D le rayon BD, 
Voici fùcceflivcment les démonflrations de ces trois circonftances. 

DEMONSTRA T I O N. 

Par la propriété des fècantes ( Fig. 7. ) on a la proportion AF. 
AC : AD. AE. mais les rayons BF , BD , & BC étant égaux , 
on a les égalités AF = AB -4- BF = AB -f- BC. De plus 

AE = AB BE == AB — BC , ainfi en tranfpofànt on peut 

mettre 
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mettre dans fa proportion précédente , pour la ligne AF > fon'équi- 
V valent AB-j-BC , pour AE fa \aleur AB — DCi ce qui lui donnera 
cette forme, AB-j-BC. AC : : AD. AB — BC*, de laquelle faifinr le 
produit des extrêmes & celui des moyens, on aura. AB — BC= 
ACx.^D , de la quelle on tire l’égalité .‘\L’c=tjL-|-ACxAD , qui eft 
précifément celle qu’il falloir démontrer. 

La circonflance de l’angle droit (Fig. 8 ) peut fè déduire du cas 
précédent, lequel donne l’égalité AB=BC -j-ACxAC, à 
caufe que le point de fcélion D cft le même que le point C, lequel 
fe réduit à celle-ci , AB=BC+ÂC, puifque ACxAC cft la même 
chofe que AC. 

On peut cependant démontrer cette circonllance d’une manière 
. rigoureufe , & de plus, tout-à-fait femblable à la précédente,* voici 
comment. 

L’angle ACB étant droit, la ligne AC eft néceflairement tangente, 
ainfîl’ona la proportion AF. AC:: AC. AE , mais AFctant cgalà AE-j- 
BC,& AE=.\B — BC , elle prend cette forme AB -4-BC. AC:; 
AC. AB — BC, d’où l’on tire par le produit des termes extrêmes & 
celui des moyens , l’égalité AB-j-ABxBC — ABxBC — B C — AC, & 
fijpprimanc les quantités qui fe détruifent, on parvient au réfwltat que 
AB=AC-1-BC. L’on voit donc de deux manières difterentes que 

C 
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la propolîtion du célébré Pythagore n’eft qu’un cas particulier de 
mon Théorème. 

26» 

L’angle (Fig. 9.) AC3B étant obtus, le côté BC, en tournant 
autour du point B, rencontre le prolongement du troifiéme côté 
AC au deflbus du point C, en forte que* l’on a encore cette égalité 
ÂB=BC4 -ACxAC). 

Car les focantesAF & AD donnent cette proportion, AF. AD:: 
AC. AE & comme AP=AB + BC & que AE=AB — BC, en 
fubRituant ces valeurs de AF & AE dans la proportion , on lui 
donnera cette forme AB-|-BC. AD : : AC. AB — ^BC , de laquelle 
on tire comme ci-devant par le produit des extrêmes & celui des 
moyens, l’alité AB=BC-4-ACxAD. C, Ç^, F,D. 

27. 

Il eft nécelfaire de remarquer que l’égalité générale des trois 
circonflances, ne varie que par la longueur du (ègment AD, lequel 
eft dans la première plus petit que le troifiéme côté AC, qui lui eft 
égal dans la féconde , & qu’il eft plus grand dans la troifiéme. 

28^ 

On doit encore obfèrver que l’égalité démontrée "ÂB===iBc4" 
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ACxAD, fait connoître que la différence des quarrés du premier 
& du fécond côté , Ce trouve égaie au reélangle fait du troifième roté 

AC par le lègment AD, parce qu’on en peut tirer l’égalité AB 

BcL=ACxAD. 


De plus, ce reélangle étant le quarré du troifième côté , dans 
le cas .où l’angle eft droit , on peut en conclure , que dans tout 
triangle reétàngle, le quarré du troifième côté eft précifemcnt la 
différence des quarrés faits fur fes deux autres côtés. 

29. 

Passons maintenant au fécond cas, où le premier côté AB eft 
moindre que le fécond côté BC. ( Fig. 10. ) 

Pour le démontrer, du point B pris pour centre & le côté BC 
pris pour rayon, décrivez la circonférence DGCF, qui pafTera 
néceffairement par le point D de fè£Hon, ou le fécond côté B C 
coupe le troifième côté AC prolongé du côté de fbn extrémité 
A. Enfuite prolongez le premier côté AB par chacune de tes 
extrémités, jufqu’à la rencontre de la circonférence en G & F. 

Comme les deux cordes DC & GF fb coupent en proportion , 
on a AD., AF :: AG. AC, mais AF = AB-|-BF=AB-|- BC, à 
caufe que les rayons BF & BC. font égaux, de plus AG=BG — 
BA = BC — AB , fubftituant dans la proportion précédente , les 
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valeurs de AF & de AG> elle deviendra AD. AB-J-BC : : BC — 
AB. AC dont le produit des extrêmes & celui des moyens donnent 
l’égalité ADxAC=ABxBC — Alî-J-BC — ABxBC, de laquelle 
ôtant les quantités qui fe dérruifent -j- AB xBC & — AB x BC, fe 
réduit à AD x AC = BC — AB d’où l’on tire AB = BC — ACx 
AD. C. Q:, F. D. 

Os voit avec la plus grande évidence , qu’il faut que le 
ferment AD (bit négatif , lorfque le premier côté AB eft moindre 
que le fécond coté BC, parce qu’alors Ali eft nécefTairement moindre 
que BC , & qu’ainfi , il faut retranc her une partie de l’étendue de 
BC, pour que le refte foit égal au quarré AB du premier côté AB* 

30. 

Ce fécond cas n’a pas bcfbin de trois démonftrations comme 
le premier, par la raifon , qu’en fùppofànt AB moindre que BC , 
l’angle ACB oppofe au premier côté AB , ne peut jamais fè trouver 
qu’aigû. 

On voit par l’égalité ADxAC = BC — Alî, que le reftangle 
du trc ifième côté AC par le fegment AD exprime encore la diffé- 
rence des quarrés faits fur les deux premiers côtés. 

32* 

Les deux cas de notre pronofition générale font donc exprimés 
par les deux égalités AB==BC‘-4-ACxAD & AB=:BC — ACx 
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AD, auxquelles on peut donner cette forme générale AB==BClîl 
ACxAD, où l’on voit, que le fegment AD eft pofitif, lorfque le 
point D fe trouve au-deflous du fommet A du triangle oppofe au 
deuxième coté,& qu’il eft au contraire négatif lorfqu’il fc trouve au- 
deftus de ce point. 

33 . 

Passons maintenant aux conféquences qui dérivent naturelle- 
ment du Théorème. ( Fig. 7. ) 

En fè rappellant l’égalité AB — BC = AC x AD du No. ig. 

qu’a donné le triangle ABC dont l’angle BCA eft aigû, faifant de 

plus attention que AC = ÂC x Al) -4- \CxCD,on foupçonne 

facilement qu’en retranchant cette dernière égalité de la première > 

on parviendra à une nouvelle égalité qui pourra nous faire con- 

noître quelque nouvelle propriété , faifant donc en effet cette fou- 

ftraélion , on parvient ü celle-ci , AB — BC — AC = AC x AD — 

ACxAD — ACxCD dans laquelle fupprimant au fécond membre 

ce qui fe détruit, elle devient AB — BC — AC= — ACxCD , par 

laquelle on v’oit, qu’au moyen du flgne négatif dont le fécond 

membre eft aflreélc , que dans le premier membre , les grandeurs 

négatives qu’il rontienr , furpaflent les pofitives de l’étendue du 

reftangle ACxCD Ainfi , dans ce cas ^ le reéîangle AC x CD eft 

donc ce qui manque au quarré AB, du premier côté pour valoir 

U forame des quarrés ^is fur les deux autres côtés,. 

C î 
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34 * 

Dans ( Fig. 8. ) le triangle rectangle ABC , le point de fèctioa 
D étant le meme que le point C, le ferment CD eft nul, parcon- 
lequent le reélangle ACxCD l’cft aufîi, ce qui eft très - naturel , 
puifque le quarré du premier coté AB> vaut (No Xf.) prccilement 
la fonitne des quarrés des deux autres coiss. 

35. 

Quand ( Fig. 9 ) le premier côté AB eft oppofe à un angle obtus 
BCA, on a AB=BC-j-ACx.AD , mais commcAD=^AC+CD, le' 

reélangic AC x AD devient AC x AC + CD =z= AC -f- AC x CD , 
ainfi mettant dans l’égalirc AB = BC -J- AC x AD, à la place du 
reélangle ACxAD, fa valeur AC-J-ACxCD, la même égalité 
aura cette nouvelle forme AB = BC-f- ,AC-p-ACxCD , de laquelle 
faifant pafTer les termes quarrés, qui font au fécond membre dans 
le premier, on aura l’égalité finale AB — . BC — AC = AC xCD. 
or le ftcond membre de cette égalité étant pofitif, nous fiait con- 
noître , que ce qu’il y a de pofitif dans le premier membre , furpafle 
ce qu’il contient de négatif, de la valeur du reélangle AC x CD, 
e - à - d, que le quarré du premier côté AB , excède la fomme des 
quarrés des deux autres côtés, du rcflangle ACxCD. 

36. 

De ( Fig. 7. ) l’égalité AB — ÎTc — AC= — ACxCD du No. 33. 
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on en tire ( en faifant pafler les quantités négatives ) l’ég-alité AB+ 
ACxCD = BC-4- AC ) qui nous fait connoître que le quarré du 
premier côté ABj plus le reftangle fait du troifième AC par le 
fegment CD, valent .enfemble la fotnme des quartés faits fur les 
deux autres cotés BC , AC, lorfque l’angle BCA oppofe au premier 
côté eft aigu. 

On tire ( Fig. j. ) de même, de l’égalité AB — BC — AC = 
ACxCD celle - ci AB — ACx CD =BC-f-AC, qui nous apprend, 
que quand l’angle BCA oppofe au premier côté AB eft obtus; que 
fon quarré moins le reélangle fait du troifième côté AC par fbn 
ftïgment extérieur CD , vaut précifèment la fomme des quarrés faits 
fur le fécond & le U'oifième côté. 

_ a 

Ces deux circonftances peuvent s’écrire ainfi , AB ^ AC x CD 
=BC -h AC , mais il faut fè fbuvenir , que le ligne -f- appartient 
à la circonftance où l’angle oppofe au premier côté fè trouve aigû, 
& que le ligne — , appartient à celle où ce même angle eft obtus. 

L’egalite’ AB ^ AC x CD = BC -F'AC , eft l’expreflion 
d’un nouveau Théorème démontré avant que d’être énoncé. Gomme 
il me paroit tout aufli impbrtant que le précédent, je crois qu’on 
ne fera pas fâché de le voir préfenté dans fon plus grand jour , 
d’autant plus que par fa nature, il doit occuper un rang diftingué 
parmi les propoûtioDS fondamentales des Elémens de Géométrie, 
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Théorème. 

Le quarrô de l’im des côtés tl’un triangle quelconque, vaut la . 
fomme des quarrés faits fur les deux autres côtés, p'iis ou moins 
un reélangle fait par l’un de ces deux côtés, & par un fegmenr de 
ce meme côté ( prolongé s’il efl néedlàire ) conr.-'ris entre le Com- 
met du triangle , & le point de fecHon fait par le mouvement de 
l’autre côté , autour de foti extrémité oppofée au premier côté. 

C’r.ST-à-DiRE; que fi l’on fait tourner le côté Cl) ( Fig. L. M. 
N. P. ) d’ün triangle quelconque ADC, autour de fon extrémité 
C-, fon aunéi extrémité D fera par fbn mouvement un point de 
feclion E fur le côté AD prolongé s’il eft nécefiaire, enforte que 
l’on aura l’égalité AC = AD-{-(-D lll AD x DE. * 

PREPARATION. 

Décrivez avec le côté CD qui a tourne autour du point C la 
circonférence entière FDD, enfuite prolongez la bafe AC de parr& 
d’autre jufqucs à la circonférence. 

Avant de pafler à la démonftrarion , vous devez ‘’ofcrferver que 
le fègment DE, a toujours pour fbn -commencement immuable le 
fbmmet D du triangle , mais que fon autre extrémité E , qui eft 
en meme tems le point de feefion , eft fufceptiblc de quatre fima- 
tio.ns différentes qui divcrfifient la demonllration. 

1°. Si 


1 
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lO.Si l’angle 1 ) cft obtus, le point de fcftion E fè trouve né- 
ccfiaircment au-dcflus du fonimct D fiir le pt olongcment du côté AD» 

^ & dans ce cas le (cgment DE ert poütif. ( Fig. L. ) 

a®. Si l’anglé D eft droit ( Fig. M ) , le point de lèftion E (è % 

trouve confondu avec le fommet D , ce qui fait que le fegment 
DE eft nul , & que parconlèquent il n’y a point de reélangle i 
ajoûter ou fouftraire. 

3®. Lorsque l’angle ( Fig. N ) du (bmniet D eft aigû , & que 
CD eft moindre que CA, le point de fèélion E lè trouve néceflai- 
rement fur le côté DA , au-delTous du foramet D , «e qui rend le 
fegment DE négatif. 

4®. Enfin, (Fig. P) l’angle D étant aigû, & CD plus grand que 
CA , le point de feftion E tombe fiir le prolongement du côté DA , 
au-deflbus de la bafe AC, ce qui fait que le fegment DE continue * 

• d’être négatif, en devenant plus conlldérable. 

Ces quatre fltuadons différentes du point de fèéfion E, ne 
produifènt cependant que trois refultats diftcrens. i^. Lorfque 
le point de fèélion E ( Fig. L ) fè trouve au-deffus du fommet 
D, on a toujours légalité AC = AD 4- DC*+AD x DE. x*\ 

Lorfque le point de fcélion ( Fig. M. ) eft fur le fbmmet D du trian- 
gle, on a AC = AD-4-DC 3®. Lorfque le point de feélioa 
( Fig. N. P. ) eft fous le fbmmet D , on a l’égalité AC = AD^ 

DC — ADxDE. 

D 
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Démonstration du cas où le point de (êftion E fe trouve au- 
delTus du fommet D du triangle. ( Fig. L. ) 

Les deux lignes AB> A£ étant deux fccantes au cercle, donnent 
U proportion AB : aE : : AD : AF , mais AB = AC -4> CD, & AE 
= AD-+- DE, & AF =zAC — CD, ainfi en tranfpofant Cv*s valeurs 
dans la proportion, on aura AC-|-CD; AD-^-DE :: AD : AC — « 
CD, de laquelle fâilànt le produit des extrêmes & celui des moyens, 
on trouvera l’égalité AC — CD=AD + AD xDE faifant paflèr le 
terme négatif qui fè trouve dans le premier membre au fécond , on 
aura l’égalité finale AC= .iD+CD -f- AD x DE. 

Démonstration du cas où le point de feélion E tombe fur le 
Ibmmet D du triangle, ( Fig. M ). 

L’angle D du fommet étant droit, le côté AD Ce trouve tangente 
an cercle décrit du point C , avec le côté CD , ce qui fait que le 
côté AD ne peut être rencontré qu’au feul point D, mais comme AB 
eftfocante , on a la proportion AB: AD:: AD: AF, or AD = AC 
4- CD, & AF=AC — CD, ainfi en tranfpofant ces valeurs , on - 
aura AC + CD: AD :: AD: AC — CD , de laquelle faifant le produit 
des extrêmes & celui des moyens, on aura l’égalité finale AC = 
ÂÜ+CD*. 

Demonstsation du troifième cas , où le point de foétion E tombe 
fin: le côté AD ( Fig. N. ) 

Les lignes AB , AD étant deux fccantes , donnent la proportion 


\ 

s 


Digitized by Coogle 


GEOMETRiaUE.’ M 

AB: AD:: AE: AF.mais AB=: AG+CD, AE=AD— DE, AF 

= AC — CD, mettant ces valeurs ilans la proportion, on aura AC 

^ -j-CD: ADî: AD — -'DE: AC — CD, de laquelle (allant le produit- 

des extrêmes & celui des moyens, on aura l’égalité AC — CD = 
_ 2 

ad — ADx DE, fâiûnt pafTcr le terme négatif du premier membre, 

—2 — a 

dans le fécond on parviendra à l’égalité finale AC=:AU4-CD — 
ADx DE. 

Démonstration du quatrième cas , où le point de (célion E Ce 
trouve fiir le prolongement du côté AD (bus la bafe AC. ( Fig. P. ) 
Les deux lignes FB, DE étant deux cordes qui (ê coupent dans 
un cercle, donnent la proportion AB : AD:: AE: AF, mais AB= 
CD+AC, AE^prDE — AD, AF =CD — AC, mettant ces valeurs 
dans la proportion , eile deviendra CD-j-AC: AD:: DE — AD: CD 
— AC, de laquelle faifiint le produit des moyens & celui des ex* 
trêmes, on aura l’égalité ADx DE — AD=CD — ^AC, d’où l’on tira 
l’égalité finale AC = CD-H AD — AD x DE. 

3%- 

Il eft évident que le rcélangle ADxDEeft dans tous les cas, la 
dÜTcrence du quatre de la bafe , à la fomme des quartés des deux 
autres côtés. ’ , 

Il fuit!( Fig. (5_)de-là, que fi l’on fait tournet^le côté AD autour 
de fon extrémité A , pour faire le point de (èélion F fur le côté CD, 
£c qu’eofuice on fade tourner CD autour de fon extrémité C , pour 

D 2 
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faire le point de fe£Iion E fur AD, qu’on aura ADxDE = DCxDF, 
puifque ces deux re£bi^Ies font chacun la différence du quarre de la 
hafe AC ) à la Torame des quarrés des deux autres eûtes' AD , CO. ^ 4- 

39 * 

Par le premier Théorème on a, AC =DC-f-AD x AE, & 

ÂC =Td 4-DC X CF, donc DC i^x AE^'Âd -j- DC x CF, 
d’où l’on tire ADxAE — DCxCF=AD — UC, ce qui nous feit 
connoitre, que la différence des quarrés des deux côtés AD, DC, j 
eft égale à la différence des deux reébngles, l’un fait par AD & AE, 
l’autre par DC & CF. 

Si du fbmraet D, Ton abaiflê une perpendîculaiqf DG , & que | 

Pon porte le petit fègment CG de G en H , pour avoir AH =; ' 

AG — GC différence des deux fegmens ; comme on fait que AD — 

DC*= AG*-^GC = AG + GC x AG — GC = AC x AH. Ainfi 
puifque par fe corollaire précédent AD xAE — DCxCF=AD— • 

DC* on a aufTi AD x AE — DC x CF = AC x AH ; d’où on tire 
réga’iii ADx AE= ACxAH-J~;^xCF, ce qui fait connoitre que 
lercélangle du côté moyen AD par fon %ment AE, vaut précifé- 
ment la fomme des reftangles faits par les deux autres côtés DC, 

AC, & par leurs fegmens CF, AH, 

« 

40^ 

Si trois lignes droites étoient données, & que Pon pre^ofà de 
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les divifer chacune en deux parties, de manière que le reâangle de 

« 

la moyenne par l’un de lès fegmens, fût égal à la Comme des rcftaii- 
f gles faits fur chacune des deux autres lignes, par un de leurs lègmens, 
on conifaruiroit avec ces trois lignes, un triangle, fur lequel on féroir 
les conftruéttons qu’on vient de voir , & le problème fèroit refblu. 

Si l’on avoir ( Fig. R), ut» rriæigle aBC ^ ayant les côtés AB, 
AC égaux > Sc en même - rems plus grand chacun que le troifième 
côté BC, Alors, en fâiftnr tourner les côtés AB, CB , autour de 
leurs extrémités A & C , pour faire des points de feftion ; le côté 
AB fera fa fèéfion fur BC au point C, à caufè de AB =:AC, lé côté 
BC fera la Tienne fur AB au point D, Anifî (jS ) on aura AB x 
BD = BC X BC , égalité qui donne la proportion continue AB : BC:: 
BC:.BD. D fèroit encore aMë de voir que cette pre^rrion a lien , 
indépendamment de cette raifbn, car il efl évident, en tirant DC, que 
les deux triangles Ifibcelles BAC , BCD font fèmblablesv 

La proportion continue AB: BC:: BC: BD, nous découvre 
une propriété des rriat^les iflbceUes, qui conftfle, en ce que, fi l’on 
fait tourner. la bafe, autour de l’une de fès extrémités, fbn autre 
extrémité coupe le côté oppofé, ou fon prolongement en un point 
qui eft tellement fitué , que cette bafe Ce trouve moyenne propor- 
tionnelle , entre le côté'oppofê au centre du mouvement, & le fèg- 
ment compris entre le point de départ & celui de feéHon. 

Puisque le triangle BCD eft iflbcelle, fi Ton fait tourner fa bafe 

D 3 
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BD autour du point D , fon autre extrémité B coupera le cote BC en 
E| enforte que l’on aura la proportion DC: BD : ; BD: BE 

En comparant la proportion précédente avec celle - ci, on voit 
aiiement qu’elles ont leurs rapports égaux, & qu’ainfi elles forment 
la fuite des rapports égaux AB: BC:: BC: BD:: BD : BE, où les 
conféquents deviennent antécédents des rapports fui\'ants , ainfi les 
termes de cetre fuite forment la progreflion df AB: BC : BD: BE. 

Ce qu’il faut obforver dans cette progreffion , c'efl que l’un des 
cotés égaux AB du triangle iffocclle BAC en cft le premier terme, 
& que fa bafe BC en elt le focond‘, & le rapport de AB à BC la 
raifon. 

Si l’on fâifoit à préfent tourner la ba(è BE du triangle iflocelle 
BDE autour de fon extrémité E, fon autre extrémité B feroit fur 
BD le point de feâion F , enforte qu’on auroit BD: BE:: BE: 

BF. 

Tooikant enfuite FB autour du point F , fon extrémité B fera 
far BE le point de foélion G , enforte qu’on aura BE: BF ::BF:BG. 

Les rapports de ces deux dernières proportions, étant les mômes 
que ceux de la progreflion, leur quatrième terme lui fervent de conti- 
nuation , ainfi on a -ff AB : BC : BD : BE : BF : BG. 

Il eft aflêz clair, que l’on peut continuer de faire tourner la 
dernière bafe BG & les fuivantes, pour avoir les termes foivans de 
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)a progrefllon, ainli on peut la continuer tant que l’on veut. Mais 
on doit obforver que le point B eft la limite de tous les termes de 
la progrellton , quoiqu’on lui voie un nombre de termes non limités. 

Il e(l maintenant facile de s’appercevoir y que lorfqu’on aura deux 
lignes droites, pour premier terme donc progreflion géométrique 
décroi (Tante , il fera facile de trouver les lignes fuivantes, en formant 
fur la moindre des deux , un triangle illbcelle , dont les deux autres 
côtés feront égaux à la plus grande. 

Si Ton vouloir avoir les lignes qui forment la progreflion croit- 
fante , dont on a les deux premières ; on formeroit fur la plus 
grande des deux, un triangle ilTocelle, dont les deux, autres côtés fe- 
roient égaux à la moindre, Ton trooveroit les autres lignes en opé^ 
rant dans un, lèns contraire , c’en • à - dire (ùr les prolongemens des 
«ôtés BA de BC faits aux extrémités A & C 


4 ^ 1 . 

Par le moyen de ce Théorème , on peut refbudre généralement 
ce Problème, connoiflant deux côtés d’un triangle quelconque, & 
Pangle compris , trouver le troifième côté. 

Soit un triangle quelconque ACB , dont on connoit les deux 
«ôtés AB ôt AC , avec Tangle A formé par ces deux côtés , & que 
Pon veuille connoître fon troifième côté CB, On y parviendra de 
cette manière. 
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I l’angle A eftaigû,on intugineraqae le plus pe:it(Fig 1 1 .) des deux 
cotés , qui dans ce cas eft AC, tourne fur l’extccinité C oppoGe au 
côté AB le plus grand des deux côtés connus , pour former fur ce 
^ même côté le point de feftion E , lorfque CA Ce trouvera dans la 
pofition CE; alors on aura par la fécondé égalité CB -f- AD x AE — : 
CÀ -f- A13 , d’où l’on tire CB=C^-4-AB — AB x AE , or dans ce 
fécond membre il n’y a que la ligne AE dont la longueur (bit in- 
connue , mais que l’on parviendra facilement à connoître , en ob- 
fervant que 11 du même point C l’on abaille une perpendiculaire 
CD , elle partagera AE en deux panies égales en D , enforte que AE 
le trouve double de AD. 

Faisant enlùite refléxion , que dans le triangle ACD , on connoit 
l’angle A( par l’hypothèfc ) & l’angle ADC qui eft droit, que par 
conléquent on connoit l’angle ACD qui le trouve complément de 
l’angle A , & de plus le côté AC , qu’ainli pour trouver AD , on 
n’a qu’à faire cette proportion. Le linus total , eft au llnus du 
complément de l’angle A. comme AC eft à AD, & comme les trois 
premiers termes de cette proportion font connus , on trouvera la 
valctir de AD, laquelle étant doublée donnera la valeur de AE. 

Par l’égalité CB AC AB — AB x AE on voit qu’il faut mul- 
tiplier la longueur connue du côté AB par la longueur trouvée à la 
ligne AE, & retrancher le produit de la fomme AC -f- AB des 
quartés des deux cotés côonus , dont le refte fêta le quarré du côté 

inconnu 
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inconnu CB, tirant la racine quarrcc de ce relie, on aura la longxicur 
du troificme côté CB , que l’o^ vouloit avoir. 

Il rclùltc évidemment , que 'pour trouver le troillème côté 
d’un triangle , dont on connoit les deux premiers côtés , & l’angle 
. aigû formé par ces deux mêm^ côtés , il fout tout limplement foire 
la fomme des quarrés dés deux côtés connus, puis foire cette pror 
portion , le llnus total, eR au llnus du complément de l’angle con- 
nu, comme le plus petit des deux côtés que l’on connoit, eft à un 
quatrième terme, lequel étant trouvé, on prendra fon double, que 

l’on multipliera par le plus grand des deux côtés connus, puis on 

/ 

retranchera le produit de la fomme des quarrés déjà foite, & l’on 
extraira la racine quarrée du refie, qui fera l’exprellton de la lon- 
gueur du côté qui étoit inconnu, 

42 , 

Si l’angle CAB formé par les deux côtés connus ( Fig. 12. ) CA 
& AB fè trouve obtus , alors le petit côté CA en tournant fur 
fon extrémité C , ne peu^ couper le côté AB que dans fon prolon- 
gement en E, cnfortc que le triangle ACE étant idbcdle, la perpendi- 
culaire CD tombe fur le milieu de AE, 5 t comme le triangle ADC eft 
reélangle en D, que fon angle CAD étant flipplément de l’angle 
connu CAB , eil aulli connu , donc , fon complément ACD efl aulfi 
connu, ainfi pour connoître AD, on fera cette proportion , le finus 
total, efl au ûnus du complément de l’angle qui efl fùpplément de 

E 
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CAB , comme le petit coté connu CA , eft à AD , or comme 
les trois premiers termes (ont conm^ on connoîtra AD, que l’on 
doublera , pour avoir la longueur de AE. 

Os fe rappellera enfuite, que l’angle CAB étant obtus on a 
( No. 37.) l’égtüité que voici , CB — .AB x AE = AC -f- AB, qui 
donne en rranfpofànt CB = AC -j- AB-f-AB x AE, par laquelle on 
voit qu’il faut ajouter à -la lomme des quarrés'des deux côtés con- 
nus, le produit du plus grand des deux par AE , pour avoir la 
valeur du quarré du côté inconnu CB, par conlequent en extrayant 
la racine quart ée de cette Ibmme , on aura l’expreffion de la longueur 
du troilièmc côté CB , que l’on vouloir trouver. 

On voit donc, que l’on peut parvenir à connoître le troifième 
côte d’un triangle quelconque dont on connoit un angle avec les 
les deux côtés qui le forment, fans avoir befoin de connoître la 
valeur des deux autres angles du triangle, ainA qu’on a fait juA]u’i 
préfent, faute d’avoir fait la découverte du Théorème général qui 
conduit à cette A)!urion. « 

43. 

L’avantage des propofitions univerfcllcs eft tel , qu’elles ouvrent 
unvafte champ pour en découvrir d’autres, qui leur font A étroite- 
ment unies qu’en les voyant, on ne peut prefque pas s’empêcher de 
voir celles qui en découlent comme de leur Ajurce. Nos deux Théo- 
rèmes font cet effet , ils conduifent plus loin qu’on ne peut fe l’ima- 
giner, ainA qu’on le verra par ce qui fuit. 
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Soit ( Fig. 13. ) le triangle ABC> dont on prend BC pour pre- 
mier Côté, & B A pour le fécond , en le faifànt tourner autour du 
point B, fon autre extrémité A fera lur le n^oificme côté AC le point 
de lèéHon D, enforte que par le premier Théorème on aura l’égalité 
BC = AB-f-AC X CD, & que par le fccond Théorème on aura la 
fécondé égalité BC-f-ACx AD = AB+ AC. 

Ensuite prenant AB pour premier côté du triangle ABC , & AC 
pour fécond côté , pour faire tourner ce dernier autour du point A, 
(bn autre extrémité C fera fur le troifième côté BC le point de feélion 

■ a 

F. , enforte que par le premier Théorème l’on aura l’égalité aB = 
AC — BCx BE, & par le fécond Théorème Ab + BCxCE= AC 

+bc! 

Enfin, prenant AC pour premier côté , & BC pour fécond côté , 
pour faire tourner celui-ci autour de fbn extrémité C , l’autre ex- 
trémité B fera fur le troifième côté AB prolongé s’il ell néceffaire le * 
point de feéHon F, enforte que par le premier Théorème on aura 
AC = BC-f- AB X ÀF , & par le fécond Théorème AC ABx 

bf=bc+âb! 

PRESENTEMENT, fi l’on ajoûte les membres correfpondans des 
trois premières égalités, on formera cene nouvelle égalité BC -|- AB 
-hÂC =TÂB4 -ACxCD-^ÂC— BCHCE- hBC-f-ABxAF,de 
laquelle fûpprimant les quarrés qui font communs aux deux membres, 
on aura O = AC x CD — BC x CE -f- AB x AF de laquelle faifànt 
pafTer la quantité négative qui fé trouve au fécond membre dans le 

E a 
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premier, ou pai vient à l’c-alité finale BCxCE= AC x CD + AB 
xAF, qui nous fait connoître , que le reftangle fait par le côté 
moyen BC & par fbn fègment CE , vaut précifôment la fbmme des 
deux reéfangles faits par chacun des deux autres côtés , & par leurs 
fegmens. 

De même fi l’on ajoûte les membres correfix>ndan<; des trois 
fécondés égalités, on aura Tcgalité BC + AC x AD-f-^\B+ BCx 
CE4-AC-4- ABx BF=AB + AC-hÂC +“bC+“bC +’ÂB, & 
que l’on fupprime de chaque membre la fbmme AB-J-AC+BCi 
des quarrés des trois côtés, on parviendra à l’égalité finale ACx AD 
— f“PCxCE-f~ABxBF=î AB-^BC AC J qui nous fait voir f que la 
fbmme des reélangles faits par chacun des côtés du triangle & 
par leurs fegmens fecondaires, vaut précifément la fomme des quarréa 
faits fur les trois côtés du triangle. 

Je termine id ce Coup d’Eflai, par la raifon que fi je voulois 
épuifer la chaîne des vérités dont les deux Théorèmes font les pre- 
miers anneaux, il pourroit arriver que ma vie ne fût pas aflêzlon. 
gue pour en voir la fin, ainfi je crois avoir fiiffifamment rempli ma 
tichc fur ce fiijet, en ouvrant une mine, dont je fois entrevoir les 
ramifications du tréfor qu’elle renferme , c*eft à ceux qui viendront 
après moi , d’en fàvoir tirer parti. 

FIN du prtmUr Coup (tEffaif &c 
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D’ESSAÏ géométrique 

Sur les FoÜQones infcrits ^ circonfcrits 
au Cercle^ 


••pr E n’ai pas encore .vu qu’on ait découvert la Loi que fuivent 
4J/ les Poligones infcrits au Cercle , correfpondante à celle 
des circonfcrits que M. Zanotti Profcfleur de Mathématique à Bou- 
logne publia en 1748? dans un Mémoire fort étendu fur ce fujet > 
imprimé à la fuite de ceux de l’Académie des Sciences de Paris. 

L’Auteur démontre dans ce Mémoire, que les Poligones régu- 
liers ou irréguliers circonfcrits au Cercle , font entr’eux comme leurs 
périmètres. Et que les Solides réguliers ou irréguliers circonfcrits à 
la Sphere , font entr’eux comme leurs furfaces. 

J’ai été curieux de favoir fi les Poligones infcrits au Cercle, 
fuivoient une Lot pareille, mais modifiée par quelque exception, 
ou par quelqu'autre Loi, & j’ai eu le bonheur de réullir même au- 
delà de mes efpérances • 

Je démontre dans ce p^ Mémoire , que ks Poligones infcrits 
aü Cercle , font entr’eux eomme les périmètres des PoUgones inf- 


Digitized by Google 



G E O M E T R I au E. 


4 ‘ 


DEMONSTRA T I O N, 

AF 

L'aire du triangle AGE = — x GE , & celle du triangle GBE 

a 

BF 4 

== — X GE. Or l’aire du quadrilatère AEBG vaut les deux trian- 

AF BF 

gles AGE > GBE , donc AEBG = — x GE -J x GE=GEx 

2 a 

AF ■■ j BF AB 

, mais AF-f-BF=ABjdonc AEBG== — x GE. Il eft donc 

X 2 

démontré que l’aire d’un quadrilatère quelconque AEBG efl égale 
AB 

au produit — moitié du rayon , par GE côté du Poligone ûmple. 
1 

Mais le nombre des quadrilatères qui compolènt l'aire du Poligone 

double, eft néceflklrement égal au nombre des côtés du Poligone de 

GE» donc fi nous nommons chacun des côtés du Poligone (Impie 

par une des lettres m,/*, /, &a chaque quadrilatère formé (iir 

un des côtés du Poligone (impie , (èra égal au produit de ce côté , 

par la moitié du rayon , & par conféquent ils (èront exprimés ou 

AB AB AB AB AB 

reprefentés par les produits — x /«, — x«, — x /»» — x q » — x r, 

2 2 2 2 2 

AB AB AB AB AB 

— X r . . . . Mais la fomme — x m -\ x«H k P — 

t 2 2 2 » 

AB AB AB 

X q X' ■+■ produits , eft 


AB 


égale à la quantité — 5cc 

S 

AB 

Ceft-à dire au produit de — moitié du rayon par + 

S 

F 
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^ r -f- i + ' > &C. fommes des côrés du Poligone fimple , ou 

s 

ce qui revient au même à fon périmètre C , Q_> F , D. 

REMARQUE. Ce que nous venons de démontrer eft généra- 
lement vrai pour les Poligones réguliers ou irréguliers fîmples> parce 
que nous avons fuppofé que le rayon AB perpendiculaire Hir GE> 
déterminoit le point B par lequel on tire les deux côtés égaux BG > 
BE* On doit obferver que par cette Hippolition le rayon AB eft 
la fomme des hauteurs AF-f-FB des deux triangles AGE, GBE , 
ce qui n’a plus lieu dès que ( Fig. if.) le rayon AB prend la pofi- 
tion AL, car abaiflànt la perpendiculaire LM fur GE, on a les deux 
triangles reélangles AFG , GML qui donnent par leurs propriétés 
AG^ AF, & GL, LM, d’où on tire AG GL ^ AF -+« 
LM ou AL ^ AF >4- LA, c-à - d, le rayon AL plus grand que la 
Ibmme des deux hauteurs AF, ML des deux triangles AGE, GLE, 
ce qui limite notre Théorème au ftul cas où les côtés BG , BF font 
égaux. 

On doit encore obferver , que dans notre Théorème les Poli- 
gones irréguliers tendent à devenir réguliers. Car d’un Poligone 
fimple dont tous les côtés font inégaux, en multipliant leur fomme 
par la moitié du rayon, on trouve l’aire d’un Poligone irrégulier dont 
le nombre des côtés eft double, mais qui font égaux deuipt deux, 
fi on multiplie la fomme de ceux-ci par la moitié du rayon, on 
faura l’aire d’un autre Poligone qui aura le double des côrés, lesquels 
feront ^aux quatre à quatre, & fi on cooiinuoit l’opération, les 
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côtés feroienc égaux huit à huit , (èize à feize, âcc. Oans une pro- 
grcHion géométrique dont l’expoiant cft deux. 

THEOREME a. 

Les Poligoncs infcrits au Cercle font entr’cux , comme 
les périmètres des Poligones infcrits , qui n’ont que la moitié du 
nombre de leurs côtés. 

DÉMONSTRATION. Les aires des deux Poligones infcrits 
font (Théorème i.) égales aux produits des périmètres des Poligo- 
ncs infcrits qui n’ont que la moitié du nombre de leurs côtés , par la 
moitié du rayon. Ainlî puifque ces produits ont le même multi- 
plicateur qui efl le demi rayon , ils font donc entr’eux comme les 
multiplicandes qui font les deux périmètres des Poligones qui n’ont 
que la moitié du nombre des côtés de ceux dont on compare les ' 
aires. Et comme la même chofe auroit lieu pour un nofljbcc! quel- 
conque des Poligones infcrits donc, &c. C, Q_,F, D. 

•REMARQUE. Ce Théorème quoique très -beau a des excep- 
tions confidérables , car il efl aifc de voir qu’il n’a pas lieu pour les 
Poligones réguliers dont le nombre des côtés efl impair, ni pour les 
irréguliers qui n’ont pas leurs côtés égaux deux à deux, quatre à 
quatre, huit à huit, &c. Mais il paroit évidemment par eek, 
que la nature du Cercle affeéle le nombre pair & la régularité. 

THEOREME 5. 

Lis Poligones infcrits, font aux Poligones cir'conforits , comme 

F a 
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les périmètres des Poligones inlcrits avec la moitié moins de côtés > 

S 

font, aux périmètres des Poligones circonferits. 

DÉMONSTRATION. Les aires des Poligones inferirs font éga- 
les aux produits des périmètres des Poligones inferirs qui n’ont que 
la moitié du nombre de leurs côrés , par la moitié du rayon. Et 
les aires des Poligones circonferirs font égales aux produits de leurs 
périmètres par le demi rayon. Les Poligones inferits & circonforits 
ont donc pour multiplicateur commun le demi rayon, les produits 
font donc entr’eux comme les multiplicandes, donc, &c. C, Q_, F, D. 

THEOREME 4, 

Le cercle eft à un Poligonc inferir, comme la circonférence eft 
au périmètre d’un autre Poligone inferit avec la moitié moins de 
côtés. 

DÉM0NSTIL4T10N. En conddéranr le Cercle comme le plus 
grand & dernier Poligone inferit, on aurafThéor. i.) cette pro- 
portion, le Cercle eft au Poligone inferit, comme le périmètre d’un 
Poligone qui auroit la moitié moins des cotés que le Cercle , eft au 
périmètre d’un Poligone qui a la moitié moins de côtés que celui 
auquel on compare le Cercle. Mais fi on fait attention que la diffé- 
rence entre la circonférence & le périmètre d’un Poligone qui a la « 
moitié moins de côtés que le Cercle, eft un vrai zéro relatif, parce 
que c’eft ( le cas ) où la différence des périmètres de deux Poligones 
dont l’un a le double de côtés que l’autre s’évanouit. On pourra 
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conclure, que la circonférence eft exactement égale à ce périmètre, 
& qu’ainfi l’aire du Cercle, &c. C, Q^i F , D. 

THEOREME 5. 

Si deux PoHgones femblables font inlcrits & circonfcrirs à un 
Cercle , & qu’on infciive un autre Poligone avec le double de côtés, ce 
dernier fera moyen propjrtionel;entre les deux premiers- (a.) (Fig. té.) 

Soit GE & LC deux côtés homologues des deux Poligones fem- 
blables infcrits & circonfcrits , & que BE == BG (bient deux côtés 
du Poligone infcrit avec un nombre de côtés double. 

Par le Théorème 2 , nous avons la proportion ^ue voici j le 
Poligone de BE, eft à celui de LC, comme le périmètre du Poli- 
gone de GE , eft ou périmètre du Poligone de LC , ou ce qui re\ icnt. 
au même , comme GE eft à LC. Mais le rapport de GE à LC 
eft foudoublé de celui du quarré GE au quarré LC qui exprime le 
rapport du Poligone de GE au Poligone de LC, donc le Poligone 
de BE eft au Poligone de LC en raifon foudoublée de celle du Po- 
ligonc de GE au Poligone de LC, donc le Poligone de BE eft 
moyen proportionel entre les Poligones de GE & de LC, C,Qj>F,D, 

DÉMONSTRATION a. Les aires AEG, AEBG, ACL font 
parleur conftr. des parties femblables des trois Poligones de GE, de 

(a) Ce Théorème ne m’appartient point, j’en ai la l’énoncé quelque part, 
(ans en voir la dcmonftradon , c’elt ce qui m’a engagé de la üure, & je l’ai placé 
id à cauTe de fa beguté,- 

F 3 
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de RE & de LC »' ainG ce qui fera démontré de ces parties le l[èra de 
leurs touts. 

AB 

Le triangle AEG = AF x GE , le quadrilatère AEBG = — x 

% % 

AF AB 

GE , donc AEG. AEBG; : — x GE. — x GE : : AF. AB » ainfi le triangle 

t » 

AEG ell au quadrilatère AEBG, comme AF ell à AB. 

Mais les triangles AEG , ACL étant femblables, font entr’euz 
comme les quarrés de AF ôc AB, la railbn du triangle AEG au trian- 
gle ACL eft donc doublée de celle du triangle AEG au quadrilatère 
AEBG. Ce quadrilatèie AEBG ell donc moyen proporiionel entre 
les deux triangles AEG, ACL. C,Q_, F ,D, 

THEOREME 6. 

Lb périmètre d’un Poligone infcrit Ample, eft au périmètre d'un 
Poligone circonftrit double, comme l’apothème de l’infcrit plus le 
rayon, eft au diamètre. 11 fout prouver que GE. EDIG:: AB + 
AF. 2 AB. (Fig. i6. ) 

Tikez du centre A au point D extrémité du côté I D du Poli- 
gone circonlcrit double , la ligne AD. 

Comme le point O eft de toute nécelüté également éloigné des 
extrémités B & E delà corde BE, il s’enlùit que l’angle FAE eft di- 
vilc en deux parties égales par la ligne AD, parconlèquent la ligne 
FE eft coupée au point H en deux lègmens FH, HE proportionels 
aux côtés aF , AE du triangle AFE. On a donc proportion FH. 
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HE:: AF. AE=AB, d*où on tire FH + HE. HE:: AF+AB. AB, 
laquelle étant fimplifice devient FE, HE:: AB 4- AF. AB, donc 

AB X EE 4 ABxFE 

HE= , donc 4 HE=: , mais à caufe des angles égaux 

AB-f-AF AB 4 -AF 

HES, DES on a HE=DE, & 4 HE = 4 DE = EDIG, donc 

4 ABXFB 4 ABxFE 

EDIG= , donc enfin GE. EDIG:: GE. :: ^ FE. 

. AB-J-AF AB-f-AF 

2 ABX 2 FB 

:: AB-f-AF. a AB. C,Q^,F,D. 

AB-f-AF 

COROLAIRE I, Comme la proportion GE. EDIG:: AB -|- AF. 

2 AB, peut être pofôe de cetté manière AB-f-AF. a AB:: GE. 

EDIG, il fuit de là que le périmètre EDIG du Poligone circonicrit 
double , ell quatrième proportionel au rayon plus l’apothême de 
Finlcrit, au diamètre, & au périmètre de l’inlcrit fimple. 

Ainsi nommant P le périmètre du Poligone infcrit fimple , on 

trouvera celui du Poligone circonicrit double par cette proportion^ 

t aBxP 

AB-f-AF. a AB:: P. Xz= 

AE-f-AF. 

COROLAIRE X, L’aire d’un Poligone circonicrit douHe étant 
égale au produit de Ton périmètre par la moitié du rayon , vaut donc 

—a 

2 ABXP AB AB X P 

h quantité x — =* 

AB-f-.AF X AB-f-AF. 


Digitized by Google 



48 


SECOND COUP D’ESSAI 


THEOREME 7. 


La ( Fig. 17. ) perpendiculaire AS d’un Poligone inferit double, 

AB 

eft moyenne proportionelle entre — moitié du rayon , & AB-f- AF 

2 

fomme du rayon & de li perpendiculaire du Poligone inlcrit fimple. 
De même, le côté BE du Poligone inferit double, eft moyen propor- 
tionel entre le diamètre BL, & BF = AB — AF différence du 
rayon à l’apothème de l’infcrit fimple. 


Tirez de l’extêmité E du côté BE du Poligone inferit double â 
l’extremiré L du diamètre BL la ligne LE 


DÉMONSTRATION. Le triangle BEL étant reéfcmgle en E, 

& la ligne EF perpendiculaire abaiflee de l’angle droit fur l’hypo- 

tenufe BL, on a la proportion coitinuë BL. EL: : EL LF, dont tous 

BL EL EL LF BL 

les termes étant divifes par deux , devient — . — :: — . — ; Mais — 

. » 8 1 1 » 

• LE 

= AB , & — = AS ( puifque BL. BA:: LE. AS, à caufe du paral- 


léliftne des lignes AS , LE , qui font l’une & l’autre perpendiculaires 

fur BE, & que d’ailleurs BL étant double de BA, LE eft auflidou- 

BL LE 

ble de AS ), ainfi en mettant les valeurs de — & de — dans la pro- 

% 3 

LF 

portion précédente , on aura AB. AS:: AS. — , ou ce qui eft la mô- 

% 

AB 

me chofe — . AS :: AS. LF = AB + AF. C (^F i» D. 

% 

PüisquB 
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a». PuisqiJE BE eft un côté de l’angle droit du triangle reftangle 
BEL> il eft donc moyen proportionel entre BL & BF j où entre z 
AB & AB— AF. C ,0,, F,a“. D. 

COROLulIRE I. La perpendiculaire AS d’un Poligone inlcrit 
doublé t eft donc exprimée par la quantité kSz=^^ ( AB -J- AFjx AB 

a 

COROLAIRE 2. Il fuit auffi de ce Théorème, qUe l’expreflion 
du côté BE du Poligone infcrit double eft la quantitéy'( AB— AFxlAB. 

THEOREME 8- 

L’aire d’un Poligone circonfcrir, eft. moyenne proportionelle 
harmonique entre fon Poligone lèmblabie inlcrit, Sx. le Poligone ûm. 
pie circonfcrit, (Fig. itf.) 

Il faut prouver que les trois aires ACL , AEDIG, AEBG for- 
ment une proportion harmonique, nous allons d’abord déterminer 
leur valeur, enftiite nous verrons fi la proportion harmonique exifte. 

Les triangles (èmblables AEG , ACL donnent la proportion AF 

AB X GE AB' ABXGE AB AB X GE 

AB : : 'GE CL= donc ACL= LCx — ^x— = — 

AT ’ * AF » jAF 

% 

Par le Corol. i. du 6 Théorème» on a cette proportion AB-f. « 

2ABXGB 

AF. aAB::GE. EDIG= , ainli l’aire AEDIG=EDIGx 

AB+AF 
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AB 2ABXGE AB AB X GE 

% AB-^AF X AB— | "AF 

A l’cgard de l’aire AEBG, on (ait par le Théorème i. qu’elle 

AB XGE 

cft exprimée par la quantité . 

a 


PouB faciliter nos calculs , nommons le rayon AB = <ij AF =.l > , 
& transpofbns ces caraélcres analytiques dans les expreflions des trois 

►•a t 

ABxGB ac 

aires , par ce moyen nous aurons ALC = — = — . AEDIG 

2 AF xb 

AB X GE ac ac 

= = , & AEBG . 

AB-I-AF a-\-b 2 


PRESENTEMENT voyons fi CCS irois aires rempliflênt les conditions 
requifes pour former la proportion harmonique, c- à- dire, fi la plus 
grande cft à la plus petite , comme l’excès de la plus grande fur la 
moyenne eft à l’excès de la moyenne fiir la plus petite. Ce qu’on 
verra facilement, en mettant les expreflions analytiques dans cet ordre 


de proportion - 


2 

ÛC 


ac 


s 

ac 


ac 


1 

ac 


ac 


, qui en fera 


xb X xb a.\J> a-\-b 

réellement une , fi le produit des extrêmes eft égal à celui des 
moyens. Or c’eft ce qu’on trouve efFeélivement, car ces produits 


font 


4 » 

ac 


Za-\.xb'/,b 


3 * 

3 a 

3 * 

ac 

ac 

ac 

4 

1 ^ 

1 

1 

xa ^xb 


lefquels étant di- 
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3 * 

vifés par a c , donnent 


za-\^il>'x,b 4 ^ 4 ^ 2a~\-zb 


-, & 


reduifant chaque membre en une feule fra£Hon , on aura 


4 Z üb — zb 


2a~\-ib — 4^ 


za-\-zb X 4^ 


Za — zb X 4^ 

, fimpIlHant les numérateurs , & multipliant par 


Zab-^Zb Za — zb 

Z a — Z b on aura pour la fimplifiée = , ou bien 


la — zb 


4 ^ 


4 l> 


za — zb X — == OÙ l’on voit que l’égalité exifte C,Q,F,D. 

Z b b 4 ^ 


Voici comment M. Saurin a énoncé & démontré ce Théorème , 

dans les Mémoires de l’Académie R. des Sciences année 1723. qui 
» 

m’eft tombé entre les mains après que j’ai eu fait cette démonftration , 
& par cette railbn, je n’ai (ait que produire ce qu’il avoit fait long- 
tems auparavant) & d’une manière plus élégante. 


THEOREME 9. 


Toute figure régulière circonfcritc au Cercle, eft moyenne 
proportionelle harmonique entre l’aire de la même figure inferite, 
& celle de la circonferite qui a la moitié moins de côtés. (Fig. ig. ) 

Soit mené dans le Cercle BEG le côté BE d’une figure régu- 
lière, le rayon CE, eft la tangente iEA qui rencontre en Ale 

G X 
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rayon CB prolongé. Il ell évident que BEC étant une partie de la 
figure infcrite, BFEC eft une panie correfpondante de la même 
figure circonfcrite > & ACE une partie de la circonfcrite qui a la 
moitié moins de côtés: ce qu’on démontrera de la partie ACE par 
rapport aux parties BFEC , & BEC fera démontré des figures 
entières. 

Les triangles ACE & BEC ayant même hauteur, font entr’eux 
comme leurs bafès AC, BC, il faut donc démontrer que ABF qui 
eft l’excès dont AEC forpalTe BFEC eft à BFE, excès dont BFEC 
forpafte BEC , comme AC à BC. 

Les triangles ABF & BFE font endeux comme AF à FE, ou 
(à caufo que FB eft égale à FE) comme AF à FB. Mais les trian- 
gles ABF & ACE étant reélangles & ayant l’angle B AF commun, font 
fomblables. Donc AF eft à FB:: AC. CE, ou CE étant ^le à CBj 
comme AC à CB; donc les triangles ABF, BFE, font entr’eux 
comme AC à CB. C, Q_, F, D. 

THEOREME lo. 

Le‘ périmètre d’un Poligone infcrit double , eft moyen propor- 
tionel entre le périmètre du Poligone fimple inforit, & le périmètre 
du double circonforit. Il faut prouver que GE. GBE:: GBE. GIDE. 

DEMO N STR A TIO N. 

Eîj conTervant les mêmes dénominations que dans/ Te Théorème 
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2 AB X GE 2ac 

précédent, nous avons GIDE = — = , ( Fig. i6. ) 

AB j " AF 

« 

Par le Corol. 2. duThéor. 7, on aBE =-v/ (AB — AF)x2AB, 

« 

donc 2 BE :=: GBE=2-\/( AB — AF)x 2 AB ==:i\/ (a — xaz=. 
2 \/ 2 — 2 ah» 

Puisque GE = 2 FE= c, & que YZ=:y/ aa — ^^doncaFE 

— =2-y/ aa — bb-=::c. Maintenant pour voir fi GE. GBE:: GBE. 
GIDE, fubfiituons les valeurs analytiques , & nous aurons en fiiblti* 

ruant tout de lUite pour c là valeur ^y/ aa — bby la proportion 2 

^ aa — bb. 2^ 2aa — 2abv. 2^xaa — 2ah. \a>\/ aa , — bb dc la- 

a -f. b 

quelle làilànt le produit des extrêmes & celui des moyens, nous 


%ay,{aa — bb') %ay.a — by.a~{-b 

trouvons ■ . . = 4 x (2 «w — 2ab ) ou . . . - 

a . 4 * b a-\i-b 


= 8«x<i — qui font vifiblement deux quantités égaies, le pro- 
duit des extrêmes eft donc égal à celui des moyens, donc, &c, 
C , F, D. 

THEOREME ii. 

Si l’oninlcrit & circonJfcrit deux Poligones &mblables> & que 

G 3 
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îl 

l’on circonlcrive un autrë Poligone avec le double de cotés. Les 
périmètres de ces trois Poligones feront en proportion harmonique. 
( Fig. i6. ) 

En confervant les mêmes dénominations que dans le Théorème 

X a. aa — bb, aa — bb 

précédent, on trouvera LC== GIDE= , 

b a-{.b 

GE = 2\/ aa — bb. 

Pour prouver que les trois périmètres LC, GIDE, GE forment 
une proportion harmonique , il faut démontrer] que le premier ell 
au troifième , comme l’excès du premier fur le lècond , eft à l’excès 
du lècond lùr le troifième, c’en' à- dire , qu’on doit avoir la propor- 


Xa eut — bb 

tion * . 2 \/ aa — bb'.x 


Xa^ aa — bb ^ ^ aa ^ bb 


a-\-b 


^ ^ aa — • bb 


2 ^/ aa — bby OU bien en divifànt par ^ aa — 

a b 

xa ' xa 4 a 4 <î 

— ,2:: — * — 2. Or il y a véritablement proportion» 

b b a-\-b tf-l-i 

car en multipliant, tous les termes par^, & enfuite par a.^b on 

1 t 2 1 

aura xa x ab. 2ab -f- 2^ : : Xa — 2ab. xab — 2 b dont tous les termes 

1 2 c 2 

étant divifès par 2 donne a-^ab. ^ , de laquelle 

faifant le produit des extrêmes & ' celui des moyens, on trouvera de 
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part & d’autre la quantité a b~^ab,Qcs deux produits font donc 
égaux, il y a donc proportion, C, (Q, F, D. 

Théorie générale des Figures IJJbpérimètres. 
THEOREME 12. 

Lb Cercle eft moyen proportionel géométrique entre un Foli- 
gone quelconque qui lui eft circonfcrit, eft un Poligone femblable 
iflbpérimctre au Cerclé, {a) 

DEMONSTRA T I O N, 

Puisque les deux Poligones de l’hyp. font lèmblables, ils font 
enrr’eux comme les quarrés de leurs côtés homologues, ou ce qui 
eft la même choie, comme les quarrés de leurs apothèmes, or Ip 
Poligone circonfcrit a pour apothème le çaÿon, donc ces deux Poli- 
gones font entr’eux, comme le quarré du rayon, eft au quarré de 
l’apothème du Poligone iflbpérimètré au Cercle. 

Le Cercle, & le PoHgone qui lui eft iflbpérimètré ayant leur 
contour ou circuit égaux , font entr’eux comme leurs apothèmes, 
or l’apothème du Cercle eft le rayon, ôt l’apothème du Poligone 
iflbpérimètré eft le môme que ci - devant ; ainfl puiïque le rapport 
du Poligone circonicrit, a l|p|^ibmblable iflbpérimètré au Cercle» 
eft le même que (relui du quafpé du rayon, au quarré de l’apothème 

(a) J’ai lû ce Théorème dans quelque Ouvrage , fans que jepuilTeme rappellei où, 
je le place ici pour les confcquences qui en vont réfulter. 
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du Poligone iflopérimètre. Et que le rapport du Cercle a fon 
Poligone iflopérimètre, eft le meme que celui du rayon , à l’apo- 
thème, il s’enfuit que la raifon du Poligone circonferit au Poligone 
iflopérimètre, eft doublée de celle du Cercle au Poligone iflopéri- 
itiètre , donc, le Cercle eft moyen proportionel entre le Poligone 
qui lui eft dreonferit , & le Poligone qui lui eft iflTopérmètJe. ^ C , 
a,F,D. 

COROLAIRE I. U fuit évidemment de ce Théorème, que 
l’aire du Cercle, eft moyenne proportionelle géométrique entre le . 

triangle équilatéral qui lui eft circonferit, oc le triangle équilatéral 

« 

’ qui lui eft iflopérimètre. 

COROLAIRE X. Par la même raifon, l’aire du Cercle eft 
moyenne proportionelle géométrique entre le quarré circonferit , & 
le quarré qui lui eft ilfopérimèrre. Et ainfi de fuite pour tous les 
autres Poligones circonferits, & leurs femblables iflôpérimètres au 
Cercle. 

THEOREME 13. 

Lfs Poligones réguliers iflôpérimètres à un Cercle , font en raifon 
inverfc de leurs Poligones ftmblables circonforits au même Cercle. 

Pour démontrer cette importa||||pvérité, nommons par les lettres 
ay tyCf df cy &c. les Poligoues re|pliers de trois, quatre, cinq , 
fix, fept, côtés, circonforits au Cercle; nommons auflipar les 
lettres /, g, A , <, A: , ôte. les Poligones réguliers femblables aux pré- 
cédons » 


\ 
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cédens , & qui .font en même temps iflbpérimctres au jCercle, nom- 
mons audi G la furface du Cercle. 

Par le Théorème précédent nous avons les proportions C : : 
C. /, A. C :: C. c. C:: C. A, </. C:: C. /, e. C ::C. k. qui nous 

3 3 3 a t 

donnent les égalités af =C > tg=:Cy r A=C> ^/=C,fA =C, 
& comme toutes les quantités qui font égales â une meme quantité 
font égales entr’elles , on en forme ces nouvelles égalités, afz=.bg. 
bgz=ch. ch = di y di=.ek. d’où on tire les proportions que voici 
f. g‘.i b. a. g. A:: c. b ^ h. i:’. d. i k:-. e. d &c. qui nous font voirque 
les Pollgones réguliers iflbpérimctres au Cercle, font entr’eux dans 
la raifon inverfe de leurs Poligones lèmblables circonferits. 

COROLAIRE I. Puisque les furfaces des Poligones réguliers 
circonferits à un Cercle, font entr’elles comme leurs périmètres, il 
s’enfuit que les Poligones réguliers iflbpérimcries à un Cercle , font 
en raifon inverfe des périmètres de leurs Poligones femblables cir- 
conforits à ce meme Cercle. 

P.AR confequent, la furface du triangle équilatéral iflbpérimètre 
au Cercle, eft à la forface du quarré iflbpérimètre du même Cer- 
cle, comme le périmètre du quarré circonferit à ce Cercle, eft au 
périmètre du triangle équilatéral circonferit. 

De meme , la furface du triangle équilatéral iflbpérimètre au 
Cercle , eft à la furface du Dodécagone auffi iflbpérimètre à la meme 

H 
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figure , comme le périmètre du Dodûcagonc circonfcrit au Cercle , 
cfi au périmètre du triangle équilatéral circonlciit. 

Enfin, l’aire de l’exagone iflbpérimètre au Cercle eft à l’aire du 
Poligone régulier de vingt côtés aulïï iflbpérimètre à ce Cercle, 
comme le périmètre du Poligone régulier circonfcrit de vingt côté* 
eft au périmètre de l’exagone circonfcrit. 

COROLAIRE a. Par tout ce qui vient d’être dit, il réfulte , 
que les. raifons invcrfcs qu’ont fucccflivement tous les périmètres 
des Poligones réguliers circonfcrits à un Cercle, font l’exprellion 
des rapports qu’ont entr’elles , les furfâccs des Poligones réguliers 
iflTopérimètres au Cercle » dont le nombre des cotés augmente fuc^ 
ceflivement jufqu’à devenir le Cercle. 

COROLÀIRE 3. Comme tous les Poligones réguliers iflbpé- 
rimètres au Cercle font néceflairement iflbpérimccres entr’eux, & que 
de plus , le rapport qui exifte entre deux Poligones iflbpérimètres 
qui ont chacun un certain nombre de cotés, mais difforens l’un de 
l’autre , eft le même que le rapport entre les furfàces de deux au- 
tres Poligones régul.ers iflbpérimètres, qui ont le même nombre de 
cotés chacun à chacun , que les deux précédens, quoique plus petits 
ou plus grands. Il s’enfuit que l’accroiflèment focceflïf des péri- 
mètres de tous les Poligones réguliers circonforits à un Cercle, à 
mefure que le nombre de leurs côtés diminue , eft l’image de l’ac- 
croiflement des flirfâces des Poligones iflbpérimètres, à mefure que 
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le nombre de leurs cotés augmente , & qu’ainû les périmètres des 
Poligones réguliers circonlcrits à un Cercle quelconque , font l’é- 
chelle de ^graduation , dont la furface d’un Poligone régulier aug- 
mentera, par l’augmentation du nombre de lès côtés, en conlèrvant 
toujours la même quantité de contour. 

En prenant le Cercle pour le Poligone régulier drconlcrit, qui 
a le plus grand nombre de côtés qu’il eft pollîble. Et le triangle 
équilatéral circonfcrit, pour le Poligone qui en a le moins poUible. 
U s’enfuit que le capport de la circonférence au périmètre du trian- 
gle équilatéral qui lui eft drconlcrit, exprime le plus grand accroil- 
lèment polCble que peut recevoir une lùcBice , en confervant Ion 
même contour. 

Cettf propriété du Cercle ^ nous met en état de déterminer avec 
facilité , quelle lèroit la furface d’un Cerde , dont la circonférence 
ièroii égale au périmètre d’un quarré donné, car il ell évident qu’on 
trouvera cette lùrfâce par cette proportion ; la drconférence d’un 
Cercle pris à volonté , eft au- périmètre de Ibn quarré drconlcrit , 
comme la llirfâce d’un quarré donné, eft à celle du Cerde qui loi 
cft iflbpérimètre. Or les crois premiers termes Ibnt connus , on coo- 
noitra donc par la r^le de trois le quatrième* & par conféquent on 
aura la lùrfice du Cercle iflbpérimètre au quarré donné. 

SumMANT que l’on prenne un Cerde qui ait fept pieds de dia- 
mètre, là circonférence en aura vingt-deux, à très - peu-près , & fi 
ie quarré donné eft de €4 pieds qbarrés, la proportion énoncée fen 
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celle- ci, :2. 28 :: 64. clt à un quatrième terme , que l’on trouve être 

gi — pieds quarrés , par où l’on voit , que le contour du quatre qui 
11 ^ 
renferme 64 pieds quarrés, en renfermera 8* — *Jorfqu’il aura la 

forme circulaire, ce qui eft prefque un quart de plus. 

COROLAIRE 4. Lorfqu’on voudra connoîtrc le rapport de la 
fùrface d’un Poligone donné, à celle d’un autre Poligone d’un certain 
nombre de côtés, mais iflbpcrimètre au premier, on calculera d’abord 
fbn angle au centre, puis on prendra la moitié de là valeur ,enfuite 
on cherchera fa tahgcnte dans les tables des finus , que l’on multi- 
pliera par le double du nombre des côtés que doit avoir le'nouveau 
Poligone, le produit fera l’exprellion du périmètre de ce Poligone 
circonlcrit. On trouvera de même le périmètre du fécond Poligone, 
puis on fera en état de faire la proportion , qui donne l’aire que doit 
avoir le fécond Poligone demandé. 

Il eft vrai que l’on n’aura point à la rigueur géométrique , par 
les tangentes la vraie valeur des périmètres des Poligones circonlcrirs, 
mais ce fera à très- peu de choie près, l’on évitera par ce moyen des 
calculs alTez difficiles, & qui d’ailleurs ne pourroient guères être plus 

précis, à caufe des incommenfurables qui accompagnent prelque 

/ 

toujours les périmètréS des Poligones circonlcrits. 

COROLAIRE Puifque par le Théorème 12. le Cercle eft 
, moyen proporiioncl géométrique entre les Poligones réguliers qui 
lui Ibnt circonlcrits, & leurs lèmblablts iflbpérimétrcs au Cercle; & 
que tous les Poligones circonfcrjits font plus grands que le Cercle, 
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le Cercle eft à fon tour, nécenairement plus grand que tous les 
Poligones qui lui font iflbpérimétrcs , d’où nous pouvons conclure, 
que de tous les Poligones réguliers ilTopérimétres poflibles, le Cercle 
efl celui qui contient la plus grande furface. 

COROLAIRE 6. Comme les^ Poligones circonlcrirs , ont d’au- 
tant plus de furface, qu’ils ont moins de côtés, il arrive néceflàire- 
rement, que moins |lcs Poligones ilTopérimétres au Cercle, ont de 
côtés, & moins auflî ils ont de furface parce qu’ils font contenus par 
le Cercle , précilement le même nombre de fois que le Cercle eft 
contenu par les Poligones femblables qui lui font circonforits. D’où 
on peut conclure, que plus les Poligones ilTopérftnétres ont de côtés, 
plus aulll leur furface eft grande, de forte que dans ce cas, le Cercle 
eft le Maximum defor^ce, qu’un contour difpofë régulièrement peut 
renfermer, ôc que le triangle en eft le Minimum. 

THEOREME. ^14. 

Un folide quelconque circonforit à une fphere , eft à cette fphere, 
en raifon doublée de la raifon de cette fphere à un folide de même 
furface qu’elle , qui eft lèmblable au folide circonforit. 

DEMONST R A T J O N, 

PuisquB le folide de même furface que la fphere, eft foppofS 
fèmblable au folide circonforit à cette même fphere, ôt que les 
Iblides femblables a> ant exaélement les mêmes propriétés, ne diffé- 
rent abfolument entr’eux , que par leur grandeur ou quamité d’ét^ 

H 3 
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due. Il s’enfuie que le folide de même furface que la fphere, ell 
aufïï capable d’avoir une fphere qui lui (bit inferice. Or comme rout 
Iblide quelconque circonfcric à une fphere, a fa furfàce & ta folidicé 
plus grande que celle de la fphere qui lui e(l inlcrit , il s’enfuit que 
le folide égal en furface à celle de la fphere de l’iiypothéle , a là 
furface ôt fa folidicé plus conddéfable que la furfaae & la folidtré de 
la fphere qui lui eft inferite , cetcc nouvelle fphere ell donc moins 
grande que celle de l’hypothéfe , Ibn rayon a donc aufli moins de 
longueur. 

Nommons r le rayon de la fphere de l'hypothélè , & S le rayon 
de la nouvelle fphere inferice dans le folide de même furface que la 
première ; puifque les folides circonferits à ces deux fpheres font fup- 
pofês fèmblables , leurs furfaccs font encr’elles comme les quarrés des 
rayons de leur fphere inferice, c’efl- à-dire, comme f*. S*. Or 
M. Zanotri a démontré que la furf^e d’un folide circpnfcric, cfl à 
celle de fa fphere , comme la folidicé renfermée par la première fur- 
fâce, efl à la folidicé Renfermée parla féconde, donc le Iblide cir- 
conferit à la première Q>here, eft à cette même fphere comme 
r*. S*, il nous refte maintenant à voir qud eft le rapport qui exifte 
entre la première fphere & le foMde dreonferk i la féconde fphere. 

En nommant m la ftirface de la première fphere , m exprimera 
aufn la furface du Iblide circon&nt à la fèconde fphere. Or on fait 
^e la folidicé d’une fphere eft égde au prodnit de fa furface par le 
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tiers de fbn rayon , la iolidité de la première Iphere cft donc exprimée 
mr 
par — 

3 

M. Zanotti ayant démontré que la* (blidité de tout corps cUv, 

» 

confcrit à une fphere , eft égalé au produit de la furfâce du corpf 

circonlcrit par le tiers du rayon de la fphere à laquelle il eft circon& 

crit> la folidiré du corps circonlcrit à la (èçonde fphere eft donc égale 
/ 7|6 

au 'produit . 


mr 


CoMPAKANT maiatenant l'expreinon — de la première Iphere^ 
otS 

avec l’exprelïïon — de la Iolidité du corps de même fiirface que la 
■ mr mS 

première (pherc, nous aurons — . — :: r. S, proportion qui nous 

3 3 

fait connoitre que la fphere de rhypothcfe> eft au folide de même 
furface qu’elle, comme r. S. 


Ainsi puifque le folide circonfcrit à la fphere de l’hypothéfe , 
à cette fphere r* . S* , & que cette même fphere eft au (ulide fenir 
blable de même furfâce qu’elle : : r. $ , de que la première raifon 
r* . S* . eft doublée de la raifbn de r. S. Donc &c. C , Q_,F, D. 

On doit obfcrver que l’énoncé de ce Théorème , convient éga- 
lement à tous les fblides circonferits , à ceux qui font terminés par 

des furfaces planes comme à ceux qui le font par des furfâces courbes* 

» 
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COROLAIRE I. 

Il eft évident) que plus le folide circonlcrir contiendra la fphere, 
plus audi la fphere cofltiendra le folide femblable , qui aura fa même 
quantité de furface, parce que la raifon doublée qui a lieu entre le 
fblide circonlcrit & la fphere devenant plus grande , rend aufli plus 
grande , la raifon qui le trouve entre la fphere > Sx. le folide lèmblable 
de même lùrface que cette Iphere. 

D’où il luit évidemment, que plus le Iblide circonlcrit appro- 
chera de l’égalité avec la fphere , plus aulfi le folide de meme furface 
que la fphere approchera de l’égalité de la fphere , mais comme un 
Iblide circonlcrit ne peut approcher de l’égalité avec la fphere, qu’à 
mefure qu’il ed déterminé par un plus grand nombre de faces, qui 
font des furfaces planes ou courbes , de même , le folide égal en 
furface à celle de la fphere , ne peut approcher là folidité d’être 
égale à la folidité de la fphere , qu’à raclure qu’il ell terminé par 
un plus grand nombre de faces planes ou courbes, par la railbn 
qu’il doit toujours être lèmblable au Iblide circonlcrit» 

Or la limite d’accroilTcment du nombre des faces du Iblide cir- 
conlcrit, ell celui du nombre des faces de la fphere, donc la limite 
d’accroilTcmenr en folidité des corps de même furface , ell aulli la 
fphere, p>arconfsquent la fphere ell de tous les folides de. meme 
furface , celui qui renferme la plus grande Iblidité. 

' . • Par 
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Par ce raifonnement on peut encore conclure , qu’en géruîral , 
les corps enveloppés d’une meme quantité de furface, contiennent 
plus de folidité , à mefure qu’ils ont un plus grand nombre de cotés. 

R E M A K (I U E. 

On' /doit encore faire attention , que le premier folide régulier 
terminé par des fùrfaces planes , que l’on peut circonferire à une 
Iphere, eft le Tctracdre borné par quatre triangles équilatéraux. Et 
que le premier folide enveloppé de furfaces courbes que l’on peut 
circonferire à la même fphere, eft le Cône équilatéral. 

C’est une choie connue des Géomètres, que moins les fblides 

• O 

circonferits ont de côtés , plus leur folidité ed confidérable. Donc 
le Tctracdre & le Cône équilatéral font chacun dans leur clafle le 
plus grand corps qu’il eft pofïïble de circonferire à une fphere, & 
.leur rapport- à la fphere, le plus grand polTible. ^ 

• COROLAIRE 2. 

Si l’on nomme rie rayon de la fphere, & que l’on calcule la 
fiirfâce du Tetra^re qui lui eft circonferit , on trouvera que cette 

furface eft exprimée par la quantité i8 r* -v/ 3, Nommant c la cir- 
conférence du rayon r, la furface de la fphere fera exprimée par 
2cr, or comme la furface d’un corps circonferit, eft à la furface de 
la fphere, dans le meme rapport que leur folidité, nous pouvons 
conclure, que la folidité du Tctracdre circonferit, eft à celle de hi 
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fphere : : 1 8 '■* \/ 3* 2 cr. Or comme ce rapport, efl: doublé de celui 
«jui a lieu entre la fphere ôt le Tetraedre de même furface qu’elle» 

ce dernier rapport eft donc exprimé par y' 1 8 r'V' 

Ce que ce rapport a d’important , c’èft d’être- celui de la plus» 
^andé à li ' moindre folidité qu’une même quantité dé lûrfâcc plane 
peut renfermer }.avea les formes réguliers les plus éloignées l-unv 
de l’autre qu’il eft poftible. 

THEOREME 15^ 

Les folidesde même fur&ce qu’une Iphere,. font enrr’eux en raifon^ 
jhverfe foudoublce , de le raifen qui ft. trouve entre lés félidés qui 
Teur font fomblablèS) & qui. (ont. en même tems circonforits à 14^ 
même fphere. 

DEMONSTSA TfOlSE 

Nommons par les lettres capitales, A,, B, C„ D, E/ fi-c.... 
Toute la foire des félidés circonforits à la iphere, depuis le Tetraedre ^ 
qui eft le folide' relier terminé par lè plus petit nombre poftible 
de forfàces planes , & dont les foivans ont focceftîvement un plus • 
grand nombre de faces, foit planes, ou courbes, dont leur limité 
eft la fphere reprefentee par S , parce qu’elle eft le folide borné' 
par le plus grand- nombre de faces planes ou courbes , foivant lè. 
«oup-d'œil fous laquelle <fn la confidère. 

Nommons auiÏÏ la fuite des félidés de même forface que la Iphere^ 
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& qui font de plus fcniblables aux circonlcrits , par les lettres 
munufeuies a,.i> ,.c> dj ,&c. S. laquelle commence auRi par le Te- 
.ffaedre , & finit à la fphere. , . • 

Par le Théorème précédent, nous avons les proportions, A. 

^ S:: S. B. St: S. 'V/ C. S. :: S. c, y' D. Ss’ 

\/ £. S:: S> e, &c. qui donnent , en faiiànt le produit d« 

jextrêmes ôt celifi des.moyens, les égalités fiiivantes « \/ A^Sy'S, 

:b v/~B= Sv/T, c‘)/~C=zz S>/~S, ^v'”ï 5 = Sv/”S, «v^"Ë 

=;=Sv^ S..-. &c. qui ayant toutes la même quantité pour fiicond 
membre, font connoitre que les premiers membres font tous égaux, 

& qu’ainfi on peut former ces nouvelles égalités A=^y'B, 

^ y' B = -c ^ C, c\/ C — D, </v^-D= « &c. 

defquelles fonnant des proportions on aura B* VA, 

e::VC. V V C, «.* V E- V 

C,Q,,F,D. 

COSOLAIRE I. 

Si l’on veut déterminer le rapport qui fè trouve entre le Te- 
traedfe de meme furface que la fphere , & le cube auffi de même 
furfâce que la fphere, on calculera la furface du Tétraèdre circonferit, 

que l’on trouvera être 1 8 '■* V 3 > on cherchera pareillement celle 

du cube circonferit , qui efi 24 r’. Et comme les folides circonferits 

I2 
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à une meme fphere, ont leurs •folidités dans le même rapport que 
leurs furtâces , on conclura que ces deux folides font entr’eux:: 

i8 3* 24r, ou bien en fimplifiant:;?v/ 3. 4. 

Mais puifquc les folides femblablcs de meme furface que la fphere ^ 
■font, en vertu du Thcorcme, dans la raifon inverfè fbufioublce des 
folides circonfci it*, donc le Tétraèdre de même furface que k fphere> 

eft au Cube de même, furface -v/ 4. -v/ 3 -y/ 3- 

COROLA IRE 2 . 

Si Pon étoit curieux de connoître le rapport qui fc trouvé 
entre le Cône équilatéral de même furface que la fphere, & le Cy- 
lindre qui a cette même furface , on calculeroit les furfâces des deux 
corps fèmblabics circonfadts à cctre fphere , & comme on- trouveroif 

5cr 

la furface du premier corps , exprimée par , & celle du fécond' 

• 3 

corps par 3 c/-, on conclura que les folidités de ces deux corps, onf 

9cr 

entr’elles le rapport de • 3 c/-, lequel, étant fimplifié devient* celui 

* a 

de 3. 2. 

Mais comme en vertu du TTiéorême, les folides de même fur- 
face que la fphere, font en raifbn inverfè foudoublée de leurs folides 
femblables dreonferits, on conclura, que le Cône équL’atéral de même 
furface que la fphere, eft au Cylindre qui pofTcde aufli la même 

quantité de furface que la fphere»:: y' 2. V 3* 
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THEOREME i6. 

Eb Cône équilatéral circonfcrir, le Cylindre circonicrit , la fphere, 
& le Cône équilatéral de môme furface que la fphere > ont leurs Ibli- 
ditcs en progrelïïbn géométrique. 

DEMONS T R^A T I O N 

Puisque le Cône équilatéral circonlcrit, le Cylindre circonlcric 
& la fphere font en proportion continue , la raifon qui fe trouve en- 
tre le premier & le fécond, ou entre le fécond & le troifième de ces 
fondes, efè foudoublée de la raifon qui fè trouve entre le premier & 
le troifième , c’eft-à-dire entre le Cône équilatéral & la fphere. 
Mais par le Théorème précédent, la raifon de la fphere au Cône 
équilatéral de meme furface que la dite fphere , eft aufli foudoublée 
lie la raifon du Cône équilatéral circonferit, au folide de la fphere ; 
or comme toutes les raifons qui font foudoublées d’une même raifon , 
font néceflaircment égales. Donc, les raifons qu’ont fucceflivement 
encr’eux, le Cône équilatéral circonferit, le Cylindre dreonferir, la 
fphere, ôi le Cône équilatéral de meme furface que la fphere, font 
toutes égales, parconfequent'les folidiiés de ces quatre corps font en 
progrelïion. C,Q_jF,D. 

CO RO LA IRE 

Il réfiilte de ce Théorème, que le Cône équilatéral de même 

^fiu:e que la fphere > efl à la fphere ; ce que la fphere eft au Cylia- 

I 3 
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dre qui lui e(l circorlfcrit: Or ce dernier rapport dl celui de 2. 3 i 
donc le Cor.e -éq«. lacerai de môme furfâce <]ue la Ip-here^ eft à la 
fphere:: 2. j. . ... 

Mais nous avons *vù> Corolaire 2. du Théorème if , que le 

• I 

rapport du Cône équilatéral de même iùrface que la Iphexe , ell au 

’ Cylindre audt de même flir&ce que la (phere conune j/ 2. 
or cette railbn eft loudoublée de la raifon a. 3 qui a lieu entre le 
Cône équilatéral de même furface que la fphere, & la Ipiiere, par- 
conlequent ces trois corps , la (phere , le Cylindre de même furfâce 
que la fphere , & le Cône équilatéral de même furface que la (phereV 
font en proportion continue. 

Nous terminons ici, pour lepréfcnt, les propriétés des Iblides 

♦ 

circonlcrits à la fphere , relativement aux folides qui ont la même 
quantité de fuperlicie que la même fphere • quoique nous foyoas 
bien convaincu que le fùjet n*efi point épuifc , fur- tout à l’égard 
des (blides infcdts , qui certainement ont autant de belles propriétés 
i l’égard de la fphere^ que leurs femblàbles les circonfcrits. 

Ayant oublié de faire oonnoirre , en fbn lieu > combien le Théo- 
rême i, de ce Coup d’Eflki, peut fèrvir à fimplifier certaines dcmonf- 
- trations trop compliquées , nous en allons donner un exemple , fur 
l’une des plus belles propriétés du Cercle, publiée en i6zo par SneOius» 

THEOREME 17. 

L’aire du Dodécagone infcrit dans un Cerde, efl précilSment 
égale à trois fois le quarré du rayon du Cercle dans lequel il efl infcrit. 
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DEMONSTRATIO N. 

En nommant r le rayon- du Cqrde dans lequel le Dodécagone 

eft inscrit, le périmètre de l’exagone inlcrit è ce même Cercle fèr»^ 

r ^ 

é/-, .or par le Théorème r- en multipliant le périmètre tfr,. par— . * 

X 

moitié du rayon, le produit 3 ^ eft l’aire du Dodécagone inlcrit > 
puifqu’il a le double de côtés que l’exagone , mais le produit 3r* e^ 
le triple du quarré r du rayon r, donc &c. C,.Q^,F, D^ 

CO ROLAIRE 

Le quarré du côté du triangle équilatéral inlcrit dans un Cercle > 

• « 

itant- triple du quarré du rayon de ce même Cercle. Il s’enfuit 

4 

que le quarré du. côté du triangle équilatéral inlcrit dans ua 
Cercle , ell égal à la. lùrface du. Dodécagone inlcrit dans le même 
Cercle. 

CO R O L AISE 2 - 

le luit dolà , que lorlqu’on voudra conliruire un Dodécagone 
régulier, qui loit égal à une fiirface donnée,. on n’auca qu’à réduire ^ . 
cette furface en quarré, conlhuire liir le côté de ce quarré un triangle 

a 

équilatéral, auquel on' circonlcrïra' unrCèrdê , puis on inlcrira' dans 

ee Cercle un Dodécagone régulier, qui ftra égal à la lurface propofée; 

« 

Obfei vation fur le Cercle, 

A propos du Cercle, j’ai oblèrvé 'que ceux qui étudj|nt le 
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Géométrie, font furpris de ce qu’on exige d’eux, qu’ils confiderenc 
cette figure, comme un Poligone régulier d’une infinité de côtés . 
infiniment petits , lorfqu’on veut leur démontrer qu’un Cercle eft égal 
en furface à un triangle dont la bafe eft égale à fa circonférence , & 
k hauteur à (bn rayon. Ceux qui ont l’efprit fubtil & pénétrant, répon- 
dent à la perfonne qui les enfeigne, comment voulez- vous qu’il foitpoffi- 
ble que je confidére le • Cercle fous ce point de vûe , puifque par 
fa définition , tous les points de la circonférence font également 
éloignés du centre. & qu’une ligne droite ne peut avoir abfolumenc 
que deux de fes points, également éloignés d’un même point. La 
difficulté me paroit bonne, & à moi - même il m’a toujours paru 
fingulier , que l’on regarde les lignes courbes comme compoCées de 
lignes droites infiniment petites , mais apres avoir beaucoup réfléchi 
fur cette manière de confidércr les lignes courbes, j’ai compris que 
ce n’eft qu'une hypothéfe dont on fe fert, pour comparer les lignes 
'courbes aux lignes droites, & les furfaces curvilignes à celles qui 
font reétilignes , jufqp’à ce qu’on ait découvert le moyen de faire ces 
comparaifons, en confidérant les lignes courbes félon ce qu’elles font, 
c'eft-à-dire , comme n’etant point compofées de lignes droites. 

L’hypothese des lignes tourbes confidérécs comme des PoHgo- 
nes, à cela de fâcheux, qu’elle laifTe dans l’efprit le doute, que les 
conCéqucnces qu’on en tire pourroient bien n’ètre pas rigoureulèmtfhc 

vraies , c’eft poiir cette raifon que j’ai cherdié le moyen de démon- 

» 

# trer 
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SOLUTION ILLUSOIRE 

DU FAMEUX PROBLEME DE LA QUADRATURE 

DU CERCLE. 
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trer d’une manicre rigoureufe, que le Cercle elt égal à un triangle, 
dont la bafe cft égale en longiTcur à la circonférence confidéréc comme 


pofirivemenc courbe, & dont la hauteur cft égale au rayon, voici 
cette démonftration. 


Supposons ( Fig. aj. ) deux lignes droites égales AB, EF , fup- 
pofbns de plus , que ces doux lignes commencent à le mouvoir en 
même temps, mais que la première AB fe meuve parallèlement à elle- 
même, & que la fcconde EF tourne autour de fon extrémité F , de 
manière que fon autre extrémité E , ait la v’îtcflè commune à chacun 
des points de la première ligne AB, il eft évident que fi le mou- 
vement de CCS deux lignes cefie précifement en même-temps, lorlque 
l’extrémité E aura décrit la circonférence EGHIE, que les extrémités 
B & E auront trace des longueurs égales , deforte que la première B 
ayant tracé ta droite BC, la fécondé E aura tracé la circonférence EGHiE, 
parconfequent la droite BC lèra nécefiairement égale à la circonférence 
EGHIE , par la raifon qu’en des temps égaux , & avec des vîteflès égales, 
les efpaces parcouru > font de toute néceffiré égaux entr’eux. 

Rendons- NOUS maintenant attentifs aux effets qui rcfiiltent du 

mouvement des deux lignes AB , EF, on^ voit clairement que 

la ligne AB trace le reélangle ABCD , précifement dans le même 

temps que fon extrémité B trace la ligne droite BC , & que la droite 

EF trace le Cerclé x , dans le temps que fon extrémité E décrit la .• 

circonférence EGHIE, or la ligne droite BC & la circonférence 

EGHIE étant tracés dans le même temps, le reélangle ABCD & le 

Cercle x font auffi tracés dans le meme temps, 

K 
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a hb 

deux dénorainaceurs d. Car de l’équation — =;~- on dre add =s 

( dd 

bbc y. puis en divi&nt les deux mend^res par a & enlUke par c > ob 
dd bb 

trouve . , C,Q^,F,D. 

c a 

4 - 

COROLÂIRE 5. It fiiit naruTcUement de ce qui précédé y que 
fi on a deux fraétions ou quanntés telles , que la première (bit égale 
au quarré de la (èconde. C^e la fraétion qui leur fera troiiléme 
proporcionelle> aura pour numérateur ôc pour dénominateur, une 
quandcé qui fera également troiliéme propordonelle des deux nu- 
mérateurs, & des deux dénominateurs, pourvû qu’elle (bit déduite 
par la nature du (bjet, des reladons qu’ont entr’eux les numérateurs 
& dénominateurs des deux daédons données^ 

5 - 

LEMME a. L’Apothème du triangle équUatéral inlcrii , eff égal 
i la moitié du rayon. ( Fig. is* ) 

DÊMONSTRA7ION, Tirez par le centre A la perpendic«?air« 
AI) (ur un des côtés BC du triangle équilatéral in(cxit BCF, proloi»- 
gée }u(^’à la circonférence en E. 

Puisque par l’hypoth^ BC eft la corde d^ùn arc BEC qui e(l It 
troiüéme partie de la circonférence, les arcs BE, OR en fimt donc 
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chacun la fixicme partie , ainfi les Cordes CE, BE font chacunes 

égales au rayon, donc AC=CE & AB = BE, les extrémités B, C 

du côté BC font donc* également éloignées des extrémités A , E , du 

rayon AE, la ligne BC divife donc AE en deux parties égales en 

AE 

D , donc AD=DE donc AD = — , C , F,D. 

2 

a 

COROLAIRE, Si le rayon AE=<i,on auraAD== — ■ 

2 

6 . 

LEMME 3. L’Apotheme ( Fig. 20. ) du quarré inferit, eft égal 
à la racine quarrée de la moitié du quarré du rayon. 

Sur le côté BC du quarré inferit ABCD, foit mené du centre 
E la perpendiculaire EF , & de ce même centre, foit tiré aux ex” 
frêmités B, C, les rayons BE, CE. 

DÉMONSTRATION. Le triangle BEC eft reftangle , auflî - bien 
qu’ifTocelIe , puifque l’arc BC qui fert de mefure à l’angle BEC, eft 
le quart de la circonférence , ( par l’hyp. ) & que les deux cotés BE 
& EC font égaux, parce qu’ils font tous les deux rayons du même 

Cercle, ainfi BC = 2 BE^ 

La triangle reftangle PFE eft aulïï iftbcelle, puifque l’angle BFE 
eft droit, iSc que l’ingle EBF eft demi -droit, donc l’angle BEF eft 
auin demi-droit, doncEF=BF. Mais Iff point E étant également 

diftant 
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D’ESS Aï GÉOMÉTRIQUE. 

Solution Blufoire du fameux Problème 
de la Quadrature du Cercle, 

I. 

EM ME I. Si on prend une troifîème proportionelle aux 

a. b 

numérateurs de deux firaétions données — , — . Elle fera numérateur 

C d 

d’une firaéHon troiilème proportionelle des deux fraélions données i 
dont le dénominateur fera aulE troifième proponionel de leurs déno- 
minateurs. 

DÉMONSTtLéTION. La troifième proportionelle des deux 

bb dd 

numérateurs a^bj efi — celle des dénominateurs cy d y eft — ainfi 

a c 

bh 

A bbe 

doit donc être égale â la troifième proportionelle — des deux 

dd add 

t 
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diftant des extrémités B, C, de BC, ou à BF=FC > donc EF = 
% 

BC — 2 BC 

, donc EF=— , & fubftituant danscerte dernière équation pour 

* 4 ^ ^ 

* 2 — 2 2BB BS BB 

BCfa valeur zBE, on aura EF=i = — , donc EF=\/ — , 

4 • > 

C, Q„,F,D. 

COROLAIRE. Si on fuppofe le rayon BE=<i, on aura EF 

aa 

v' — 

2 

7 - 

THEOREME i. La circonférence du Cercle eft troifième pro- 
portionelle aux périmètres du triangle équilatéral & du quarré circonfl > 
crits, ou bien à ceux du triangle équilatéral & du quarré inicrits. 

Nommons les périmètres des Poligones réguliers circonfcrits de 
5- 4. f. 6. 7 &c. côtés, inclufivemcnt juiques à la circonférence du 
Cercle, par les lettres A, B, C, D, E, dcc. Les périmètres des 
Poligones femblables infcrits de j , 4 , f , 6,7 &c. côtés inclufivemenr 

jufques à la circonférence, par les lettres M, N, P , Q_, R, &c, 

♦ 

Nommons auffi les perpendiculaires Apothèmes des derniers Poli- 
gones, par les lettres munufcules to, r , &c. Soit encore 

nommé le rayon du Cercle , = <z & G fà circonférence. 

Il eft d’abord très - évident , que les périmètres des Poligones 
circonfcrits , forment encFeux une fërie dccroiflante A, B, C, D, £, 
&c.. . . G jufques à la circonférence G qui eft fâ limite. 

L 
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On voit de meme , que les périmètres des Poligones réguliers 
inferits > forment entr’eux une férié croilTante M, N , P, Q^>R, — 
G qui fe termine à la circonférence G, & que leurs apothèmes m , 
«>/’) ?» '■» en font aufll une croifTante qui finit au rayon. 


PRESENTEMENT, fi on divîfe les termes de la ferie A, B, C,D, 

E).... G, par les termes correlpondans de la ferie M,N,P,Q_, 

A B C D E 

R, G} nous aurons la férié fraélionaire — , — , — , — > — 

M N P q R . 


G 


— , donc les termes expriment les. rapports des périmètres des Po- 
G 

ligones circonlcrits, aux périmètres des Poligones femblables inferits. 


Qy’oN lè rappelle maintenant ce Théorème ; que le périmètre 
d’un Poligone quelconque circonferit, eft au périmètre de fon fem- 
blable inferit, comme le rayon eft à l’Apothème de l’infcrit) & l’on 
aura les proportions fiiivantes, A. M:: a. /n , B. N:: a. n , C. P:: 

«./», D. Qj: a. ç, K R:: a. r, &c* d’ofi on tire les équations 
A a B a c an a B a 

M/«N n r P ^ 


A O 

quelles on voit , que chaque terme de la (crie fraélionaire — , — , 

M N 

C D E G 

— eft parfaitemenf égal aa terme cocrelpondant de 

Z' 


' — ’> — • • • ' 

P q R 


a a a a a 
la ferle * ~ * j - ■ ■ , . — • , , ■ 

ni n P ^ 


a 

... 

s 


a 

— ) & qu’ainft tout ce que 

a 
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nous démontrerons des termes de la dernière , fera aufli démontré 
pour les termes correfpondans de la première. 

Tout cela bien confidéré, fi on fubftitue pour les deux premiers 

a aa 

Apothèmes, leurs valeurs \/ — dans la dernière férié, 

2 2 

a a a a a a a 

elle aura cette forme — ■; — , — , — ^ — , dans laquelle 

a aa P q r s a 

2 2 

a aa 

on voit que fon premier terme — , eft égal au quarré — du fécond 

a aa 


2 2 
a a a 

terme — , & que ïès deux premiers termes — , — (ont enpropor- 

^ aa a ^ aa 

X XX 


a 

tion continue avec le dernier — , le produit des extrêmes ctasac 

a 

égal à celui des moyens. Donc en fubfUtuant pour ces trois termes 
A B G ’ 

leurs correfpondans — , — , — de la première lerie , nous aurons 
M N G 

A b' a b b g 

l’équation — = — , & la proportion —, — :: — —, 

M n’ m n g 


A B 

OssERvra maintenant, que par la nature de la férié — , — , 

M N 

C D R G 

, — ,—.... — ., la valeur de G eu également déduite des lap- 
p 0. s g • 

L 2 
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ports fucccflîfs qui régnent entre les numérateurs, & entre tes déno- 
minateurs , & que par cette loi , Gt valeur eft néceflâtrement le 

/ 

réfultat des rélations qu’ont entr’eux les numérateurs A, B> ÔMes 
dénominateurs M, N, ainû Corolaire puifqu’on a la proportion 

A B B G AB* 

■ — • — — • — ) & l’équation — — , donc G eft également 

M N K G M N* 

iroifième proportionelle des numérateurs A , B , ot des dénomina- 
teurs, M, N, mais G dé%ne la circonférence, donc, &c. C, Q_, 
F, D. 

THEOREME 2 . La furface du Cercle eft troifième propor- 
tionelle aux aires des Poligones circonférits , qui font le triangle 
équilatéral , & le quarré. Ou bien au triangle équilatéral & au quarré 
inforits~ 

Supposons d’abord que les lettres A, B, C, D,E, .... G ex- 
priment les aires des Poligones circonfcrits , incluGvement julqu’au 
Cercle exprimé par G. Et les aires des Poligones réguliers fembia.- 
bles infcrits par les lettres M, N, P, Q_, R, ... . Q. Soient aufli 
ks Apothèmes des derniers exprimés par les lettres munufcules , 
f) ^ • a, le ra)on étant tou ours exprimé par a. 

DÉMONSTRATION. PuiTque l’aire d’un Poligone circonfcrit 
quelconque, eft à celle d’un Po%one infcrit femblable, comme le 
quarré du rayon , eft au quarré de l’Apothème de l’infcrit, donc 
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£f 

A. M:: aa. mm, B. N:.’ aa. /«, C. P : : aa. pp-> D. Q_:: aa. qq ^ 

A aa t aa c aa D 

E. R;; aa. rr, &c Donc — = — , — = — , — = — , — 

M . mm N nn r FF ' 

aa B aa 

= — ) *—=: — &C, Ce qui montre que les termes de la férié 
qq R rr 

A B C D G 

— , — , — , — , font égaux à ceux qui leur corref- 

M N P q G 

aa aa aa aa aa aa aa 

pcmdent dans la férié — , —, — , — , — , — — . Mais 

mm nn pp qq rr ss aa 

nous avons vû dans la démoiiBration du Théorème précédente , que ' 

a a a a aa aa aa aa 

— . — :: • — . —, donc aulfi • — . — :: — . — . Nous avons 

m n n a mm nn nn aa 

a aa aa aaaa A B 

encore vû que — == — , donc — = . Donc — . — 

m nn mm nnna U N 

a 

B G A M 

— • — , & — = — , ainfi Corolaire 3. G eft également troi- 

a 

N G M 17 

fième prooortionel des numérateurs A, B, & des dénominateurs 
M, N , c - à-d. le Cercle G, troifîème propoitiond du triangle équi- 
latéral & du quarré iaférit, C,Q_,F, D, 

9 ' 

COROLAIRE I. H eft évident par le premier Théorème, que 
pour trouver géométriquement une ligne droite ^;ale à la circonfé- 

Lî 
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8 « 

rence d’un Cercle donne, il faut prendre une troifiéme propordonclle 
aux périmètres du triangle équilatéral & du quarié infciir. 

10 . 

COROLAIRE 2 . Il fuit aulïï du fécond Théorème , qu’on 
trouvera géométriquement l'aire d’un Cercle donné , en prenant 
une aire troifiéme proportionelle, à celle du triangle équilatéral & 
du quarre inlcrit. 

1 1 . 

Nous allons maintenant faire les calculs nécefiaires pour trou- 
ver les expreflions ou formules analytiques de la circonférence du 
Cercle, & de fon aire. ( Fig. 21 . ) 

Soit FG le côté du triangle équilatéral inlcrit , dont l’Apothême 
CD =/7ij & le rayon CB==CAz=:<ï. 

Par la propriété du Cercle , FD eft moyenne proportionelle 
entre AD & DB, mais AD==AC CD== a - j-ot , &DB = CB 

— CD a — • niy donc a-f- m. FD:: FD. a — iot, donc FD =: 

V' (aa — ./72aj),donc 6FD =€^(aa — mm) y mais 6FD = 3FG péri- 
mètre du triangle équilatéral inicrit , donc ce périmètre eft e.xprimé 
par la quantité ^^^(aa — mm). 

En fâilànt la proportion m. a\: è^/^aa^mm). -v, on trouve 
que le périmètre x du triangle équilatéral circonicrit, eft exprimé 
6a 

par la quantité y'Caa — mm). 

m * 
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De même, fi LM eft le côré du quarrd inlcrit , fon Apothème 
CE = «, donc AC + CE = fl + /i, eft EB— t:B~CE==a— « 
ainfi a-^~n. LE:î LE. a — «, donc LE — (aa — /m) , donc gLEn= 
Sv'Coii — n/7), mais8LE= 4LM périmètre du quarré inlcrit, donc 
ce périmètre eft exprimé par 8 \/C aa — nn). 

La proportion n. ai: — nn). at, nous donne le périmètre 

X du quarré circonfcrit = \/(aa — nn).. 

n 

12. 

En faifant la proportion ^x/'Caa^mm). ^8V'Ctf« — nn) : : gv^Can^n) 
Xf on trouve que la troifième proportionelle x , au périmètre dn 

64. X (,na . — -nn) 

triangle équilatéral & du quarré inferit, eft la quantité — , 

6-y/ (a<7 — mm) 

a aa 

dans laquelle fiibftituant les valeurs — , y '— j des^ lettres m, n,on 

X X 

aa 

64 X — ) 

a pour troifième proportionelle la quantité — ■■ ■ 


aa 

6 \/(aa — — ) 


aa 


32 aa 


32 a 


^y/^aa 3ay^3 
4 

eft donc la quantité 


?v /3 

32 a 


ainfii la formule de la circonférence,, 


I 
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13. 

Si on veut prendre une troiüème proportionelle aux périmètres 

du triangle équilatéral & du quarré circonfcrir, on n’a qu’à faire la 
ia %a gd 

proportion V : y' {aa — nn).x^ 


on trouvera x 


<>4 aaytiaA — nn) 


6a y/ (^aa—mnt) 


aa 3 2 « 

= , quantité 

éay'a 3V^j 


qui eft la môme que celle de l’article précédent. 

• 14. 

On lait que l’aire d’un Poligone régulier , eft égale au produit 
de fon périmètre par la moitié de fon Apothème, ainfi l’aire du 
triangle équilatéral inicrir, ell donc exprimée par la quantité 'imy/ 
(aa^m/rî), & celle du quarré inlciitpar ^\/(aa — 

Si on veut avoir l’expre/Iion de l’aire du Cercle , on n’a qu’à 
prendre ( N'. 10, ) la troifième proportionelle des deux quantités 
que nous venons de déterminer , ainfi sm ^{aa — mm). 4» -y/ (iw — nn) : : 

l 6 nny({aa — nn) \ 6 aa 

yiy/ (dus — nn). x d’üù on tire X = = , 

Jmy/ (aa — mm) 3y/ 3 

enibrte que l’aire d’un Cercle dont le rayon :=: a, efi exprimée 

l€aa 

par la quantité . 

Wi 
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15* 

■<rETTE folution eft ccIJemenr illufoirc , que les rcfultats qu’elle ’ 
donne, font fort éloignés de la vérité , comme on peut ^cUemenc 
s’en convaincre. Mais on ne voit pas avec la même facilité, en 
q’::oi confHie le Paralogifme de la démonftrarion , c’eft pour cette 
raifon que je la publie, car c’eft cela qui la rend importante, parce 
qu’elle fait connoîtrc la néceftité de bien approfondir la nature des 
raifons dont on compofè les démonftrations. Si quelque foible 
Géomàtre prétendoit , que notre démonftrarion pêche , parce que 
Pinfini entre dans les fuites des rapports que nous employons, ou 
parce que le Cercle étant limité par une infinité de côtés infini, 
ment petits, il y a une incoramenfurabilite d’un certain ordre ,',qui rend 
le Cercle ou là circonférence incomparable avec les furfacesdesPoligo- 
fies inferitsou circonferits, ôu avec leurs périmètres, nous des renver- 
rions aux Lumules quarrables & aux Paraboles de tous les genres, 
<9u les memes raifons ont lieu, fans qu’elles aient été un obftacle 
à la découverte de leurs quadratures. 

16. 

Les recherches des Adeptes pour trouver la pierre philofophale , 
ont enrichi la Clitmie de quelques découvertes très - importantes 
pour la guéri fbn de plu.'ieurs maux , & pour d’autres objets qui 
étendent 'nos connoifiimees. Les Chercheurs du mouvement per- 
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pétuel ont invente plufieurs machines très -utiles, ainli les per- 
fonnes qui ont la paiïion de faire ces deux fbrtcs.de recherches ne 
font pour l'ordinaire blâmables , que parce qu’elles ont en vûe un 
objet chimérique auquel il leur eft impoffible d’atteindre, & plus 
encore, parce qu’elles ruinent leurs fortunes 3c leur fantc Au con- 
traire , ceux qui fulfifamment éclairés de tous. les princij>es de Géo- 
métrie, font des tentatives pour découvrir la quadrature du Cercle, 
tendent au moins a trouver un objet qui n’eft point encore démon- 
tré impolîible, & qui d’ailleurs n’exige abfolument aucune dépenfè, 
dont ils retirent cependant l’avantage de bien s’affermir dans les 
principes qu’ils ont appris , & le plus fouvent d’apprendre par leurs 
recherches tout ce que la théorie des rapports a de plus fubril & 
de plus délirât à manier, ce qui les conduit à devenir de vrais 
Géomètres , quelquefois même à décou\Tir des Théorèmes d’une 
beauté peu ordinaire. Nous en allons donner un exemple à l’oc- 
cafion de notre Solution illufoire, d’où nous avons tiré malgré fà 
fauffeté , fix propofitions très - vraies dont les quarres dernières , 
font la continuation de la découverte du célébré Archimède fur les 
rapports du Cylindre à la fphere , les voici. 

17 - 

. I®. L\ .troifième proportionellc aux périmètres du triangle 
équilatéral & du quarré circonferiti à un Cercle, eft égale à la 
troifiéme proportionelle des périmètres du triangle équilatéral & du 
quarré Lnferits à ce même Cercle. 
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2°. L’aire troificme proportionelJe , aux aires du triangle équi- 
Jarcral & du quarrc circonfcrit à un Cercle , eft égale à l’aire qui 
ert troinôme proportionelle aux aires du triangle équilatéral & du 
quarré infcrits à ce Cercle. 

3®. Les furfaces du Cône équilatéral & du Cylindre circonfcrks 
à une fphere , font en proportion continue avec la furfâce de cette 
fphere. 

4®. Les furfaces du Cône équilatéral & du Cylindre équilatére 
infcrits , font en proportion continue avec la furface de la fphere 
dans laquelle ils font infcrits. 

f®. Les folidités du Cône équilatéral & du Cylindre circonferirs 
à une fphere, font en proponion continue avec la folidité de la 
meme fphere. 

6®. Les folidités du Cône équilatéral & du Cylindre équilatére 
infcrits dans une fphere , font en proportion continue avec la fo- 
lidité de la meme fphere. 

i8. 

^ Pour faire connoître la vérité de ces foc propofitions, nous 
fuppofons que nos Leéieurs favent déterminer par le feul rayon du 
Cercle pris pour module, les valeurs des périmètres & furfaces des 
triangles équilatéraux & des quarrés circonferits & infcrits &c. Que 
le rayon du Cercle & fa circonférence étant donnés , on fçait déter- 
miner les furfaces & les folidités des Cônes & des Cylindres équila- 
téraux infcrits & circonferits, ainfi que la furface & la folidité delà 

M 2 » 
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fphere ,• décrite par la révolution de ce Cercle autour de l’un de 
(es diamètres. Celafuppofc, voici les formules de routes ces valeurs, 


le rayon étant exprimé par la lettre , & fa circonférence par c. 


6 a^ 3. Périmètre du triangle équilatéral circonicrit. 

%aa\/ 3. Surface du môme triangle. 

^ay/ 3 . Périmètre du triangle équilatéral inferit. 

3 ^^t __ 

y/ 3. Surface du même triangle. 

4 

ta. Périmètre du quarré circonferit. 

Sur&ce du même quarré. 

a. Périmètre dü quarré infigrit. 

2aa.. Surface du meme quarré. 

ÿae 

. Surface totale du Cône équilaiéral circonferit 

a 

jaac 

, Solidité du même Corps. 

^ac 

- — . Surface totale du Cône équilarérd in/crit-. 
s 

^aac 

. Solidité du même Corps. 

i< 

^ac. Surface totale du Cylindre circonferit' 
aac. Solidité du même Corps. 

lac. 

Surface totale du Cylindre inferit. 
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2 . Solidité du meme Corps- 

4 

zac. Surface de la Sphere. 
laac 

•. Solidité de la( Sphere- 

Toutes ces quantités étant ainfi déterminées, on choifîra celles 
qui font énoncées dans chaque Thcorcme , & l’on en formera les 
proportions auffi^ énoncées. 

Pour le i. on trouvera que les rroifiémes termes des deux pro- 
portions continues 

6a^ 3 .* î î X 

3 : 2:: 2: x 

32tf 

(ont la quantité . Et que ces deux proportions continues 

av'a 

àant exprimées en nombre (ont ces deux-d. 

-ttH- 24-/ 3 = 32. 

-ff 27: lîV' 6 : 52. 

Pout le 2 . on aura les ttoiûémes termes des deux proportions 
•ontinues, 

3da\/ 3 : 4 iZ 4 ; : 40a : x, 

3oa^ 3 

: 2aai: 2aa: x, 

* M, 
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i€aa 

égaux à la quantité . Lefquclles étant exprimées en nombre, 

3\/3 

deviennent ces deux - ci , 

— 27: 12\/ 3 : 16. 

-H- •• hV 3 : <î4 

^ac 

Pour le 3 . on trouvera la proportion continue que voici, : 

' 1 

9 

lacx: 'iac: 2ac. Laquelle étant réduite en nombre devient — 9 : 

6: 4* 

^ac ^ac lac 

Pour le 4. on aura la proportion continue : :: : 

8 * » 

xac. Laquelle étant réduite en nombre devient -^9: iz: 16. 

jaac 

Pour le on trouvera la proportion continue : aac :: 

1 

xaac 

aac : . Laquelle étant réduite en nombre devient -ff 9:6:4. 

3 

3 aac aac\/ 2 

Enew , pour le 6 . on aura la proportion continue : — 

(6 4 

aac^ 2 xaac 

: . Laquelle étant réduite en nombre devient 9 : 

”43 

12^/ 2 : 32. 

Unb choie bien remarquable , après toutes ces', proportions 

a 
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conrinues,' C’eft que l’aire troiüime proportionelle aux aires de 
l’exagone & de l’oftogone inlcrirs*, eft égale aux aires troifiémes . 
proportioncües des aires du rriang'e équilatéral & du quarré infcrirs, 

& du triangle & du quarré circonfcrits, comme on peut aifômenr 
s’en convaincre par le calcul. 

Où/ervûtiofis fur les Equations des Se&ions 
. Coniques. 

•I. 

Jf. n’ai point encore vû, aucun Traité des Seélions coniques ^ 
où l’on ait montré que les équations de ces trois courbes , font en 
proportion continue arithmétique. Ce qui aura làns doute empéché 
les Géomètres de voir cette propriété , c’eft que dans l’équation de 
la Parabole , il n’entre qu’une ligne de conllantc , au lieu que dans 
les équations de lEllypfè & de de l’Hyperbole il en entre deux. Il 
eft cependant certain , que fi l’on avoit fuppofe que les axes 4^ne 
Ellypfe fuflent ég*aux chacun à chacun , à ceux d’une Hyperbole , & 
que le paramètre d’une Parabole fut le même que celui de ces deux 
courbes , qu’alors on auroit vû que les équations au paramètre de 
ces trois courbes font en proportion continue arithmétique. 

J’avoue que cela étoir facile' à faire, mais on ne Voit pas tout 
ce qu’on peut voir , les vérités les plus importantes font fouvent 
fous nos yeux, fans que notre pénétration les apperçoVe. .Voilà 
pourquoi les découvertes fo font ordinairement par les moyens le* 
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plus compliqucÿ , « que leurs Auteurs laiflcnt ordinairement i 
, d’autres le foin de les limplificr." Si ^quelqu’un trou\ e donc qu’une 

découverte a été facile à faire, & qu’ainli elle cft de peu de valeur, 

« 

nous pouvons leur repondre, pourquoi ne l’avez -vous pas faite. 


it’ 


hb 

Prlnons maintenant les trois équations = — {ax — xx), 

aa 

bb 

yy — yy ■=. — ( a-a: ) dont la première cft celle de 

aa 


l’Ellypfe , la (ècondc celle de la Parabole, & la troifième cel'e de 
PHyperbole , dans lefquelles a repréfente le grand axe , & ^ le petit 
axe, de l’Ellypfe & de l’Hhyperbole en même-temps, prenons en- 
fuite P , paramètre de la Parabole , troifième proportioncl aux 
deux axes communs a b ^ enforte que l’on ait « : b b\ p - — 
bh ^ 

— , enfuite tranfpofons pour p dans l’équation de la Parabole, là 
« 

bb 

valeur — . 
a 


Par cette fubftitution , nous aurons la proportion continue 
bb bbx bbx bb 

arithmétique que voici , — ( æa: .tat ) . : . — ( <iAr_j^A- ) , 

aa a a aa 

car en faifant la fomme des extrêmes & celle des moyens, on trou- 
veca que ces deux Ibmmes font égales. 
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3 * 

Il eft préfènremenr cerrain; que les quarnîs des ordonnées 
correfpondanres de rEilypfè , de la Parabole & de l’Hyperbole , font 
en proportion continue arithmétique , en fuppdfent que ces ' trois 
courbes ont leurs abcifles égales, que l’ElIj'pfe & l’Hyperbole ont 
les mômes axes, & que le paramètre de la Parabole, eft égal au 
paramètre du premier axe des deux autres courbes. 

4. 

bb bbx 

Les trois équations jyy'= — rx), yy = , yy = 

aa a a 

bb 

— (tfAT-j-.vjr) font voir, qu’à des abcifles égales, l’ordonnée de 
aa 

l’Hyperbole , eft plus gi*ande que celle de la Parabole, & celle-ci, 
plus grande que celle de rEllypfe. Et qj^e ces trois ordonnées 
correfpondantes, font cntr’elles, comme les racines des termes de 

bb bbx bbx 

la proportion continue arithmétique — {ax — atat). : , 

aa a a 

bb 

— (^ax-\-xx). 

aa 

En fuppofant b=a, cette proportion continue arithmétique 

devient ax — xx. ax : ax. ax-^xx, dont le premier terme eft 

l équation du Cercle , dont le diamètre = a. Le fécond & le troi- 

N 
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Heine les équations de la Parabole, & le quatrième celle de 1 Hy- 
perbole cquilatere, dont les deux axes font égaux à la ligne repre- 
fènree par la lettre a, où la proportion continue arithmétique eft 
plus vifible que dans la précédente. 

5 * 

C’eft par cette dernière proportion continue arithmétique, 1& 
plus (impie qu’il eft poflible pour les Seélions coniques , que l’on 
peut commencer un Traité analytique de ces courbes , où toutes 
leurs propriétés (broient immédiatement tirées de leur équation. 
Et comme ces trois équations (ont formées par des quantités par- 
faitement femblables , on pourroit facilement comparer les formules 
de leurs propriétés analogues, comme celles de leurs tangentes, 
(écantes , normales, founormales, ôte. Par ces comparaifons très- 
Hmples, on parviendroit à découvrir des propriétés dont on ne 
s’eft point douté jufqu’à pré(ènt. 

PEUT-ETRE prendra - r-on ceci pour une ^ertion qui n’a aucun 
fondement réel. 11 faut donc , que nous fadions voir par un exem- 
ple frappant, que de la comparaifon des trois équations , telles que 
nous les prefentons, on peut en tirer, une vérité inconnue &. inté- 
reflànte. i 

6 . 

Prenons pour cet effet, les trois équations yy=sax ^xx , 
yy’==.axy yyz=saxJf.xx , dont la> première eft celle du Cercle^ 
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iatcconde celle de la Parabole, & la troiliéme celle de l’Hyperbole, 
que nous fuppofons avoir en même- temps les abcifles égales. 

Comme les (èconds membres de ces trois équations font en 
proportion continue arithmétique , leurs premiers menibres le font 
aulîî , parconlequent , il eft clair, ^ue Us quarris des ordonnles cor- 
rtfpondantes , font en proportion continu^tritkmèiique. Et que Us ordon- 
nées font entr elles , comme Us racines quarrées des termes de la même 
proportion continue arithmétique. 

7 - 

Ces jobforvations , quoique bien (impies de bien claires', (èroient 
cependant peu de cho(è , il faut en (aire d’autres plus importantes, 
qui aient le pouvoir de faire connoitre tout le prix des comparai- 
fens que . nous .propofons. . 

Il e(l d’abord très - clair , que (1 l’on fubditue focceflîvement , 
dans les (rois quantités ax< — xx ^ ax, ax.j^xxy pour üt., la fîiite 
des nombres naturels i. .2- 3-4. dec. qu’on aura da iùite .de 
tontes les proportions continues, que forment ,kts quacrés des or- 
données correfpondantes du Cercle, de la Paraj^ole^ de ilb d’Jiiyper-* 
bole équUatcre. 

« 

l’on s’imagine prélèntement , que ces trois courbes font 
thacune une révolution complette autour de l’axe des abeiffes, 
ü eil évident , que ces courbes engendreront des folides de même 

N 2 
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hauteur, puifqu’on leur fuppofe des abeifles égales, & que les or- • 
données correfpondantes décriront des Cercles corrcfpondans. 

Or comme les Cercles font' entr’eux comme les quarrés de 
leurs rayons , les Cercles corrcfpondans de ces trois corps , font 
entr'eux comme les quarrés de|^ ordonnées corrclpondantcs, mais 
ces quarrés font en propoi^||n continue arithmétique , donc audî 
les Cercles correfpondans de ces trois folides , font en proportion 
continue arithmétique. , 

Mais ces trois folides étant fuppolos avoir des hauteurs égales, 
font nécelTairement compolcs d’un meme nombre de rfanches Cy- 
lindriques élémentaires correspondantes , qui ont des hauteurs égales, 
ainfi , elles font entr’elles comme les Cercles qui leur fervent de 
bafe, mais ces Cercles font en proportion continue arithmétique* 
Donc , les Cylindres élémentaires correfpondans de ces trois folidea^ 
font auiïi entr’eux en proportion continue arithmétique. 

Or l’on doit lavoir, & fi on ne le fait pas, on pourra facile- 
ment s’afiurer. Que fi l’on ajoute les termes corrcfpondans de tant 
de proportions arithmétiques continues qu'on voudra. Qiie les 
fommes qui en réfulteront, feront auffi en proportion continue 
arithmétique. Donc dans le cas de notre propoition continue-^ 
ax^xx. ax. a.v-{-r.v, qui reprélènte toutes les proportions continues 
arithmétiques des tranches élémentaires , la fomme des tranches qui 
forment les. premiers termes, compofe la folidité de la fpherc , la 
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fomme de tous les termes moyens, conftitue la folidité du Para- 
boIoïde,& la fomme des troifiémes termes celle de l’Hj'pcrboIoïde , 
parcotifequenr , nous fommcs en droit de conclure. Qye lafphere, 
le Paraboloïde, & l’Hyperboloïde équilatere, font en proportion 
continue arithmétique, en fuppofant qu’ils ont même hauteur, & 
que la ligne confiante des équations de leurs courbes génératrices , 
eli la même pour toutes les trois. * 

On peut auffi démontrer de la même manière, que l’Ellipfbïde» 
le Paraboloïde & l’Hyperboloide font en propotion continue arithmér 
tique , lorfqu’ils ont même hauteur , & que les équations de leurs 
courbes génératrices!;^ forment la proportion arithmétique continue 
bb *■ bbx bb 

que voici — ( ox — xx ). . — ( <z.v -f- ) c’cfl-à- dire, 

aa a aa 

lorfque l’EHypfè 6c l’Hyperbole ont les mêmes axes, ôc que le 
paramètre de la Parabole , efi égal au paramètre de leur premier 
axci 

• 9 * 

Si l’on vouloir déterminer par les nombres quelle efl’la pro- 
portion continue arithmétique qpi a lieu , entre ces trois folides , il 
faucîroit déterminer les femmes des fuites infinies que repréfèntent ‘ 

. bb 

chaque terme de la proportion continue arithmétique -j (æv— ota:). 

aa 

N î 
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hbx U 

. — (<w;^jcAr) en fubftituant dans chacun de ces termes j . 

a aa. 

pour X, fucceffivement 4 a fuite des nombres naturels i. 2. 3. 4. 
ç.... &c. On peut aulïï remplir ce but, par le moyen du calcd 
intégral , qui eft 'le moyen abrégé de trouver les fommes des Fuites 
iitfirries, & -c^ par ion moyen que nous allons déterminer la 
proportion continue que nous cherchons. 

« 

10. 


cyyix 

P1ENON8 la formule * générale , des traaches élémen- 

ir 


taires d’un folide quelconque, puis tranfpofànt pour yy fa valeur 
particulière priTe de Téquation de ia courbe génératice , l’on aura les 
bbc bbcx bbc 

trois différentielles (^ax^xx) Jx. dx. (^ax^xx ')dx , 


%aar ,iar 2,aar • 

OU ce qui eff ia même oholè,, îles différentielles Fuivantes, 
bbcxdx bbc 

( axdx — xxdx ). — . <{axdx . \-xj c dx ) , lefquelles 

lar %aar 


bbc 

xaar 

étant 


intégrées , donnent pour les fblidités des trois corps , 


bbc 


laar 


axx XXX bbcxx bbc axx XXX 

( — ). . ( -1 ), Or comme nous 

2 3 4 «r 2aar 2 3 


* Voyc2 le Court de Mathétnadqoes à l’u&ge des Gardes du Pavillon & de la 
Marine,' par M. Bczout, Tonu 4. pag. 128. 
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voulons avoir les foliditcs de ces trois corps , en fijppofant que la 

hauteur de chacun d’eux, cil égale au premier axe a, on doit 

iùbAituer dans ces intégrales, pour Xj la quantité a , par ce moyen, 

bbc aaa aabbe bbc ^oéut 

elles deviendront x • . x . ou bien 

xaar 6 4ar laar 6 

ahbc abhc ^abbe 

. , , réduifantà la même dénomination lamoyen- 

12r 4r Jir 

abbe 

ne , en multipliant lès deux termes par 3 ^, ces trois inté- 

¥ 

* ahbc ^abbt ^abbt 

grales feront — . Et comme elles ont un même 

I2r izr I2r 

dénominateur, leurs rélations (ont celles de leurs numérateurs, ^ 
forment entr’eux la proportion continue arithmétique -f- i. 3^ f. 
Et comme ces intégrales font les exprelïïons des folidités de l’El- 
lyfoïde, du Paraboloïde & de l’Hyperboloïde, donc, les folidités 
de ces trois corps , font cette même proportion continue , ce qu’il 
falloit trouver. 
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S U la meilleure forme que Von peut damier à la 
chambre d’un Mortier , pour que la portée des 
Bombes fait la plus grande dont la charge eft 
capable, fans nuire^ aucunement à la durée de 
ces Bouches à feu, ^ 

E que l’on nomme dans l’Artillerie Chambre de Mortier , eft un 
cfpace vuide que l’on pratique dans le milieu de fon fond, pour y 
placer la charge de poudre qui doit, par h force de fa dilatation, 

' choquer la Bombe ; & lui imprimer une quantité de mouvement, qui- 
la tranfporrc à la diftance qu’on (è propofe. 

Puisque la force de la poudre enflammée eft l’unique caulè du 
choc, & que dans la nature les effets (ont toujours proportioncls à 
leurs caufcs , plus une charge fera conüdérable , plus aufli fon effet 
contre la bombe devra l’erre, & il le fera néceffairemenr, fi la quan- 
tité, de poudre fait toujours fon effort de la même manière, c’eft-à- 
dirc, fi toutes les circonftanccs , où la charge de poudre fè tronve, 
font précifement les mêmes dans l’inftant que l’effort eft'preduir, 
car fl quelqu’une de ces circonftanccs varie, il eft naturel.. que l’effet 
produit en reçoive quelque modification. 

O 
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Toutes les épreuves que l’on a faites en différens Pays de l’Eu- 
rope , concourent à prouver que les effets des charges placées dans 
des chambres différentes en Ibnt modifiés > elles ont de plus fait 
cunnoître , qu’une même quantité de poudre fervant de charge à 
des Mortiers dont les chambres ont différentes formes > produit fur 
la bombe des effets fort différens> quoique tout Ibit d’ailleurs par- 
faicunent égal. 

Il femble donc que l’expérience nous conduit à croire, que la 
poudre ne fuit point la loi générale dè la nature, qui veut que les 
effets foient toujours proportionels à leur caufè. Mais il faut bien 
fè donner garde, d’embraffer cette opinion , non parce qu’elle rui- 
neroit la certitude phyfique, mais parce qu’elle eft évidemment 
fauffe dans le cas dont il s’agir, puifqu’on a pris pour effet du tout, 
celui de l’une de fès parties, & que d’ailleurs on n’a point vù 
toutes les caufès particulières qui font varier les effets. 

Ce que l’expérience nous montre à cet égard , fè trouve con- 
firmé par la théorie mathématique , laquelle nous fait connoitre, que 
toutes ces variétés d’effet doivent nucefiairement avoir lieu. Car 
la poudre tient du fouffire, du falpcrre, & du charbon dont elle eft 
compofee , une caufè de variété dans fes effets , parce que ces ingré- 
diens n’ont pas toujours le même dégré de perfeétion. II l«i en 
vient aufll de fà fabrication, parce qu’on la peur plus ou moins bien 
ouvrer. Ses effets varient encore par l’état où l’air fè trouve lorf. 
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qu’on l’enflamme > car il peut fe trouver plus ou moins pcfànc, plus ou 
moins humide > âc plus ou moins élaflique. Ces diflerentes caulès 
font inévitables, tout ce qu’on doit faire à leur égard, c’eft de les 
obfêrver, pour tâcher de parvenir par un grand nombre d’obfèrva* 
rions de les pouvoir foumettre au calcul. 

Cb ne font pas là toutes les caufes des variétés d’effet de la 
poudre fur les bombes, il en efl encore une qui en produit beau- 
coup plus, c’en la forme de la chambre dans laquelle on enferme 
la charge * , par la raifbn que la poudre lors de fbn inflammation 
fe dilate en tout fèns , & par-là répand fa force de toute part contre 
tout ce qui l’environne, de manière qu’elle s’étend for la forfâce 
totale de la chambre qui borne & retient l’effort qu’elle en reçoit. 
Et comme une force eft toujours moindre dans fes parties à me- 
fore que fon effort eft plus partagé, celui qui eft produit fur une 
partie de la forface de la chambre fera donc d’autant plus grand, 
que la ‘forface totale de la chambre fera moindre à l’égard de fà 
capacité, parce que dans ce cas l’effort fera moins partagé; & 
comme la variété de forface pour une meme capacité eft très - con- 
fidérable comme cela eft connu de tous les Géomètres, il s’enfoU 
que la forme de la chambre produit néceffairement de grandes va- 
riétés dans l’effort contre fes parois , mais comme la partie la plus 

* Cela e(l prouvé par toutes les épreuves qui ont été faites, comme on le verra 
dans la fuite de ce Mémoire , lorfque nous parlerons des diScrentes formes de cham- 
bres dont on a fiât ufàge. 

O a 
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eflèntielle de la (ùrfâce totale de la chambre , eft celle de fon cercle 
d’entrée > par lequel la charge choque la Bombe , ce mobile re- 
cevra néceflâirement un plus grand effort de la poudre enflammée » 
fuivant que la furfece totale de la chambre fera moindre à l’égard 
de fa capacité. 

Ces raifons étant de la plus grande évidence » nous conduifenr 
tout naturellement à conclure, que la poudre produira fon plus 
g^and choc poffible contre la Bombe , lorfque la forface totale de la 
chambre fora un minimum à l’égard de fo capacité, & que la fur- 
face du cercle d’entrée fora fon maximum, en fuppofànt que d’ail- 
leurs rien n’arrète ou retarde l’effort de la poudre contre le mobile > 
dans l’inftant de Tinflammation» 

Os voit clairement par ce que nous venons d’établir; que la 
détermination de la forme qui convient le mieux aux chambres des 
Mortiers , pour donner aux Bombes les plus longues portées , 
n’eft point du tout arbitraire, & qu’on pcw en cela, comme en 
toute autre chofo, faire le choix du meilleur, ce qu’il y a de fin- 
gulier , c’eft qu’on ne l’ait pas encore fait , mais comment le faire- 
préfontement que nous en connoiflbns la nécefïïtc, & quels font les 
caraélères diftinélifs qui peuvent guider dans ce choix? 

Cks caraélèrcs viennent d’ètre énoncés de manière à ne pou- 
yoir point être ignorés ou méconnus, que la chambre du Mortier 
ait la moindre furfâce poflible à l’égard de fa capacité , eft fans 
contredit, le premier moyen par lequel la charge peut produire 
fon plus grand; effet contre la Bombe. 
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Mais pour que la force de la charge produite contre le mo- 
bile , le plus grand choc qu’il lui cft poflîble , il fùut encore qu’elle 
ait toute la liberté néceflaire pour agir pleinement fur luL II fauc 
donc que la forme de la chambre n’ait rien qui retietme ou retarde 
l’aâion de la poudre enflammée ^ ainfi toute forme rentrante dit 
côté de l’ouverture, doit par -cette raifon être exclue, & tout re- 
trcffifTemenr conique doit avoir le mêtne fou , parce que ces formes 
empêchent le fluide élaflique de choquer là Bombe , dans toute 
l’étendue de fà furface , relative à la capacité de la chambre. 

Que Pon fo garde bien de croire qu’en faifànt tout le contraire 
on feroit mieux , les extrêmes fo touchent ôc font également mau- 

t * 

vais quoique ce ne foir pas de la même manière. Il ne faut donc 
point donner aux chambres des Mortiers les formes de Cône tronqué 
renverfé, de Paraboloïde, d’HyperboIoïde, &c, dont Pouverture va 
en augmentant depuis le fond jufqu’à Pentrte. On a d’ailleurs deux 
bonnes raifons pour rejetter ces formes-là, la première qui eft en ' 
même -temps la plus forte, confifte en ce qu’elles n’ont pas la pro- 
priété d’avoir la moindre forface poflîble relativement à leur capacité; 
la féconde , en ce que fî on coupe ces formes par tranches parallèles 
à l’entrée, les rapports entie les folidités de ces tranches & leurs 
forfâces environnantes varieront continuellement , ( comme il efi 
ai/e À tout Géomiere de s'en convaincre,) ce qui fèroit caufè que les 
parties de la furfâce de la chambre , fouffriroient focceflîvement des 

O 3 
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efforts croifTans ou décroifTans en allant de Ton fond à Ton entrée qui 
la détruiroit très - promptement. 

Ainsi nous rejettons pour de bonnes raifons > toutes les formes 
qui n’ont pas Une égale grofleur dans toutes leurs longueurs, par- 
conféquent , il ne nous relie plus pour faire notre choix , que le 
genre des Prtfmes avec la forme unique de la fphere. 

Oa parmi les Prifmes qui ont des baies & des hauteurs égales» 

• . 

le Cylindre ell certainement celui qui a la moindre fuperficie polli- 
ble k l’égard de là capacité, ainfi , il ell dans ce genre de corps, 
l’unique qui puifle être mis en concurrence avec la Iphere. Mais 
il y a encore un choix à faire parmi les Cylindres, parce que le 
rapport de leur longueur à leur diamètre, fait varier le rapport de 
leur Ibrface à leur folidité. Il y a donc un Cylindre qui ell le 
meilleur polllble , lequel ell. certainement celui qui a la moindre 
fuperficie à l’égard de là Iblidité , & comme il ell démontré que le 
Cylindre qui polléde cette propriété, a là longueur égale à Ton 
diamètre, donc le meilleur Cylindre pour lèrvir de chambre aux 

Mortiers ell celui qui ell équilatere 

« « 

La choix le trouve donc de nouveau limité entre le Cylindre 
équilatére ôc la Iphere. Or on làit que le dernier de ces deux fo- 
ndes, polTéde la propriété d’avoir la forme unique parmi toutes 
les formes qui peuvent exiller, quia le moins de lùrhice relative- 

* On nomme ainfi tout Cylindre qui a (k longueur é^e au diamètre de & 

bafe. 
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mem à fà (blidité, ainfî il eft de tous les corps celui qui doit avoir 
la préférence. 

Ce que l’on doit d’abord obferver > tfed que la forme entière 
de la fphere ne peut point être employée à fèrvir de chambre 
aux Moniers, parce qu’elle n’a point d’ouverture par où elle puiflê 
recevoir la charge , mais comme un de fès fègmens offre par fbn 
cercle de fèétion cette ouverture, qui doit en même -temps fervir 
d’entrée & de fbrtie à la charge, "Il âut choillr celui de tous lei 
fegmens , qui efl par fà nature le plus propre à remplir notre 
objet. 

Tous les grands fègmens de fphere ne peuvent point fèrvir 
de chambre aux Mortiers, par la raifbn que la partie excédente de 
la I demi fphere, étant néceflâirement rentrante du côté de l’ouver- 
ture , retiendroit au préjudice du Mortier, une partie de l’effort de 
la charge, ce qui conrribueroit è la ^ffruâion de cette bouche à 
feu, en empêchant que le choc de la charge faffe fur la Bombe tout 
l’ef^t qu’elle eft capable, ce qui fèroit caufè que le mobile recevant 
une impulfion moins forte , en iroit néceflâirement moins loin. 

La forme de la demi fphere n’ayant aucfune de fès parties 
rentrantes du côté du cercle de fèéfioR, n’a point le défaut que 
nous venons de trouver aux grands fègmens. Et comme ce corps 
pofTéde éminemment la qualité d’avoir la moindre fùperfîcie relative- 
ment à fâ fblidité , là forme a donc les deux qualités efTenrielles pour 
être la meilleure forme poflible que l’on peut donner à la chambre 
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d’un Mortier I parconicqiient on doit la préférer à toutes les autres 
formes. 

Il fe trouve cependant un inconvénient dans l’ulàge de la demi 
Iphere, c’eâ qu’elle ne peut (ervir que pour les moyennes de les 
petites portées, car pour celles qui exigent une charge plus forte que 
de trois livres & denai de poudre, il n’ell pas poflible de s’en lèrvir, parce 
qu’il lui faudroit un trop grand diamètre plus confidérable qu’on 
puilTe lui donner étant d’environ (êpt pouces, ne lui procure cependant 
de capacité, que pour contenir environ 3i.de livre péfant de poudre, 

charge aflez confidérable pour les portées des fiéges de terre , mais 
qui fe trouve fouvent infîiffilante pour l’anaque & la dcfcnle des 
Places maritimes. 

Il nous faut donc avoir recours au Cylindre équilatére, comme 
étant le meilleur poflîble de fon efpèce après la demi fphere, parce 
qu’il a l’avantage d’avoir une capacité triple de celle de la demi 
Iphere de même diamètre , lequel contiendra une charge trois fois 
plus confidérable, ce qui approche de notre but, & on l’atteindra 
en faifant une chambre compoice de ce Cylindre & d’une demi 
Iphere de même diamètre pour fbn fond , car alors fa capacité fera 
d’environ ni. livres de poudre, charge fuffifànte pour donner aux 

a 

Bombes des portées plus longues que 2000 toiles. 

Mb voilà parvenu au but que je m’étois propole , car il eft clair 
par l’cnchainemcnt des vérités qui nous ont dirigé dans cette recher- 
che , 
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oJie J* qu’il n’eft pas polfible de trouver de forme plus convenable 
pour fèrvir de chambre aux Mortiers, que les deux que nous 
venons d’afligncn 11 convient maintenant de faire connokrc les dé- 
fauts eflêntiels de celles qui leur ont été données jufqû’à préfent , 
afin que l’on puitTe juger par coniparaifoa , des avantages que l’on 
doit retirer de nos nouvelles formes. 

*La première fprme de chambre de Mortier dont on s’eft fèrvi 
acte la Cylindrique, mais ce n’a pas été en vertu d’un choix ,"c’eft 
uniquement parce qu’elle s’eft préfenree d’elle - même , on l’auroit 
ftns doute peife£lionnce dès_ fbn commencement , fi l’on avoit fait 
attention que lc*rapp(ÇC entre fa longueur & Ton diamètre relative- 
ment à là capacité, doit nécelTairement influer fur la force du choc 
que la bombe reçoit de la charge. Car l’inflammation fe faifanr fiic- 
ceffivement & de proche en proche , en commençant au fond.de la' 
chambre J il eft conftant, que plus elle aufa de longueur à parcou- 
rir, plus aulïi le temps fucceflif de l’inflammation lcra long & lent, 
parce qu’il y aura moins de gfrains de poudre avoifincs les uns aux 
autres , que li elle avoit la moindre longueur pollible à l’égard de Ton 
diamètre & de fa capacité; or la lenteur de l’inflammation diminue 
néceflâirement la force du choc de la poudre enflammée , parce 
qu’elle ne peut erre confidérable qu’à proportion de la vîrclTe de 
dilatation qui conftitue fon eflence. On auroit donc été conduit à 
chercher les meilleures dimenfions poflïbles qu’il convient de lui 

• donner, tout comme nous l’avons fait, & l’on fè feroic fixé par 
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]cs mêmes raifbns que nous , au Cylindre qui a fk profondeqr égale 
à fon diamcrre, mais comme on n’a point donné aux chambres 
Cylindriques ce dégré de perfeélion , il par - là évident qu’on 
n’a point pouffé les réfléxions auffi loin & auffi utilement que je l’ai 
fait. 

Drs Géomètres s’étant apperçus que la forme de la chambre 
dev'oit beaucoup contribuer à la force du choc de la charge contre 
la Bombe , réfléchirent fur la forme qui pourroir être la plus conve- 
nable, leur fcience les conduifit tout naturellement à la forme fphé- 
rique , par la raifbn , dirent-ils, que dans cette forme , la poudre 
étant plus ramaffée autour de la lumière , le fep fe pt>rtc plus facile- 
ment vers toutes les parties de lapoudre peur l’enflammer à la ronde 
prcfque dans un inflant. Cette raifon étoit bonne , mais l’exécution 
n’y répondit pas, on gâta ce que cette idée prefentoit de bien utile, 
en ne combinant pas, comme nous l’av'ons fait, de quel fègment 
de fphere il convenoit de fc fèrvir, on fit ufage de l'un des grands 
fègmens dont la partie rentrante de fa fuperficie qui environne l’en- 
trée , retenoit une quantité confidérable de l’efFort de la charge , 
en privoit la Bombe , & le faUant rebondir fur fon fond, y formoic 
un enfoncement ou creux; ces efforts fuperflus à la chambre, & 
néceffaires à la Bombe qui s’en trouvoit privée , tourmentoiept très- 
violemment le Mortier , fon affût & la plateforme for lefqucls il 
pofè , au point que la durée du Mortier devenoit très- courte , & que 
la direéUon qu’on lui donne pour atteindre le but., en étoit 
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rotalcment dérangée: Il cft cependant vrai, que malgré ces deux in_ 

convcniens, fes bonnes qualités produifoient une partie de leur» 
effets, car elles poulToient les Bombes prefque le double plus loin 
que les chambres cylindriques; après cela, que ne doit, on pas 
attendre de notre chambre compofée d’üne demi fphere & d’un Cy- 
lindre équilarére , qui polTcde taures les bonnes qualités de la cham- 
bre fphériqus, fans avoir aucun de fes défauts. 

L’ EXPERIENCE ayant forcé de renoncer à la chambre fphérique, on 

s’imagina de la «corriger par une légère modification qui fut de 

♦changer la courbure rentrante qui environne l’entrée , & de-là nàquit 

la chambre Poire dont le fond eft à peu- près une demi fphere , mais 
« • « 

dont la partie du côté de l’ouverture eft aulfi une courbe rentrante , 

plus douce’ que celle de la demi fphere. Les épreuves réitérées que 

l’on a faites de cette chambre ont fait connoître qu’elle a les memes 

qualités & les mêmes defauts que la chambre fphérique , à peu de 

chofe près, enfbrte qu’elle pouiïe les Bombes tris -loin, mais que 

/ 

par contre durée cft très - courte, ce qui vient certainement de la 
partie rétrécie ôc rentrante de fa furface du côté de fon ouverture, 
qui embraflant une certaine quantité du fluide élaftique de la pou- 
dre enflammée , en retient & reçoit tout l’effort , au grand préju- 
dice de la Bombe -à laquelle il eft deftiné, & de la bouche à feu 
qu’il détruit en très -peu de temps. 

La quatrième chambre que l’on a imaginé , puis mife à l’é- 
preuve , eft celle qui a la forme de Cône tronqué , dont la grande 
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bafe fctvok d’cntrce, & la, petite balè de fond , mais elle n’a point fait 
fortune , à caufe de fès défauts naturels qui (ont, d’avoir beau- 
coup de furface à l’égard de là capacité , 2®. de donner à la charge 
une inflammation flicceflive trop lente > 3®. que les cfForts de la pou- 
dre enflammée font difSérens dans les différentes parties dé fàfur face. 

Puisque nos deux formes de chambre font les meilleures poflt- 
blcs , leurs charges produiront ncccflkircment leur plus grand effet; 
on pourra donc par leur moyen jetter les Bombes aufïï loin qu’à * 
l'ordinaire avec moins de poudre , ce qui contribuera beaucoup- à 
la confervation du Mortier , car il eft de nécelfité abfolue , que 
quantité de poudre d’épargne ne faifànt point fbn effort fur la 
Bombe, le feffe néceffairement contre les parois de la chambre ,* 
ce qui ne peut contribuer qu’à détruire cette bouche à féu. Ainfi 
cette épargne efl une double économie, dont la dernière eft la plus 
importante, à caufe des circonftances dans lefquelles elle a lieu. 

Une autre circonftance qui occafionne le dépériffement des 

' Mortiers, tout aufli promptement que l’effort de la poudre contre 

« 

les parois de la chambre , eft le choc de la Bombe contre la partie 
de fen logetrent fur laquelle elle pofe , ^ C uvent contre différens 
endroits de la longueur de l’ame. La caufe de ces chocs vient de 
ce que la charge ne prend pas la Bombe dans la ilireétion de fbn 
axe, parce que le Mortier étant incliné, la Bombe pofè néceffaire- 
ment fur la partie inf;ricure de fbn logement, ce qui fait que la 
partie fupérieure de ce mobile , laiflè im intervalle entre lui & le 
Mortier double du vent, ce qui abaüTe fon axe au - deffous de celui 
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’ de Ja chambre , prccilcment de la diftance du vept , ainfi , la charge 
enflammée dans la chambre ne choque pas la bombe Hiivanc la 
direélion de fon axe ^ mais un peu obliquement. Or on lait que 
tout choc oblique à une fphere, lui donne une direélion oblique à 
fbn axe , ainh ce choc pouflê néceflaircmenc la Bombe contre la 
pirtie inférieure de l’ame du Mortier, Pour éviter cet inconvénient, 
il faut baiflèr l’ase de la cliambre , précilcment de la longueur du 
vent que l’on donne à la Bombe, par ce moyen le mobile fera 
choqué direélement lêlon fon axe.- Et comme nos deux chambres 
embrafleront par leur cercle d’entrée, la plus grande partie pofli- 
ble de la bombe rélativement à la charge, celle -ci par- la force de 
& dilatation , enlèvera plus direélement le mobile , ce qui rendra 

prelqu’infonhble l’effet de la différence de poids entre rhéraifphcre 

» 

fopérieur de la Bonfoe Sc fon inférieur. 

t 

Dans la pratique du Bombardement , on forme les charges pour 

un même Mortier de différentes quantités de poud; e , afin de jetter 

\ 

les Bombes aux différentes diftances dont on a befoin ; la variété 
de ces charges a ‘pour but l’épargne de la poudre , car on fait bien 
qüe l’on peut jetter les Bombes à telle diflance que l’on veut, avec 
une meme charge, en donnant au Mortier les dégrés • d’élévation 
qu’il convient. Mais- en fo fervant de nos deux chambres , l’éco. 
nomie de la poudre fora très - peu de chofo en comparaifon de la 
confcrvation du Mortier , qui eft de très - grande conféquence dans 
les üéges» Il paroit donc très - convenable tant pour le bien du 
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fervice que pour J’âconomie , de rirer les Bombes à chambre 
pleine , par ce moyen toutes les parties de (à furface recevront 
continuellement la même quantité d’efFort à. très - peu de chofe 
près , elle fera donc également comprimée en tout lèns > ce qui 
eft «bfolument néceflaire pour la confervarion de fa forme, & 
par > là même de ùl duree. Si l’on adopte cerre méthode, il fiya 
néceflaire de former des tables f>our afligner les dégrés d’élévation 
qu’il faut donner au Mortier, pour jetter lés Bombes aux dif- 
tances que l’on fe propofe ; ces tables pour une charge conf- 
tante font très - faciles à faire, elles font une fuite naturelle de 
quelques propofirions de Géométrie , généralement connues , aiefi 
il efl inutile que nous entrions dans les détails fur la manière 
de les conflruire. 

C .O N’C L U S I O N. 

J’ai par des raifons phyfiques ôc géométriques, que perfonne 
ne peut révoquer en doute : détermine les deux formes qui con- 
viennent le mieux aux chambres des Mortiers, pour que leurs 
charges produiiènt les plus longues portées poflibles , fans nuire 
à la durée de cette bouche à feu , mais qui rendent au contraire . 
à fa ‘confervation. Nous avons de. plus fait connoître les deux 
autres inconvéniens qui la détruifent, avec les moyens de les 
éviter. Si j’ai erré dans celte recherche, je défire que les perfon- 
ncs éclairées me faflent voir en quoi, par des bonnes raifons, 
étant prêt à me rendre à tout ce qui porte le caraftère de la 
vérité. 

y B, J’ai compofe ce Mémoire en l’anm-e 1766. 
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Lû. Çf ap^ouvé. l’Abbé DE LA CHAPELLE, 
à Paris f le ii. Juin lySg, 


PRIVILÈGE GÉNÉRAL. 

L OUIS, PAR LA GRACE DE DlEU, Roi DE FRANCE ET DE NaVARRE t 
A nos amcs & féaux Conicillcrs, les Gens tenans nos Cours de Parl^ 
ment, Maîtres des Requêtes ordinaires de notre Hôtel, Grand Conlcil , Pré- 
vôt de Paris, Baillifs, Sonéclraux, leurs Lieiitenans Çivils, & autres, nos 
Jufticiers qu’il appartiendra: Salut, notre amc le Sr. Marsson Nous a 
fait expofer qu’il dclircroit faire imprimer & donner au public : un ouvrage 
intitulé : Us trois Corps d’EJJai Géométriques , s’il Nous plaifoit lui accorder 
nos Lettres de Privilège pour ce nécelTaires. A CES Causes, voulant favor a 
blcmeirt traiter l’Expo lànt. Nous lui avons permis & permettons par ces Prefentes, 

•de faire imprimer ledit oiivi âge autant de fois que bon lui femblera, & de le 
vendre, faire vendre & débiter par tout notre Royaume pendant le temsde 
fix années confc’cutivcs, à compter du jour de la date des PréfcHtes. Faisons 
defenfes à tous Imprimeurs , Libraires , & autres pciTonncs,de quelque qua- 
lité & condition qu’elles foient, d'en introduire d’imprelFion étrangère dans , 
aucun lieu de notre obéiliaiice : comme aullî d’imprimer, ou faire imprimer, 
vendre, faire vendre , débiter, ni contrefaire ledit oavraçe, ni d’en faire 
aucun extrait fuis quelque prétexte que ce- puifle être, lans la pçrmilfion 
exprefle & par écrit dudit Expofant, ou de ceux qui auront droit de lut, 
à peine de confifeation des Exemplaires contrefaits, des trois mille livres 
d’amende contre chacun des contrevenans, dont un tiers à Nous, un tiers 
à l’Hôtel - nieu de Pans, l'x l’autre tiers audit Expofant, ou à celui t^ui aura 
droit de lui, & de tous dépens, dommage & intérêts, A LA CHARGE que 
ces Préfentes feront cnrcgillrces tout au long fur le regilhre de la Commu- 
nanté des Imprimeurs & Libnfres de Paris, dans trois mois de la date d icel- 
les ; que rimprcllion dudit ouvrage fera faite dans notre Royaume , & non 
ailleurs, en beau papier & beaux carafferes, conformement aux Rcgiemens 
de la Librairie, & notamment à celui .du dix Avril mil Icpt cent vingt-cinq, 
à peine de déchéance du piéfent Privilège} qu’avant de l’expofer en vente , 
le m..nu(crit qui aura (ervi de copie à i’impreinon dudit ouvrage s fçra re- 
mis daiis le ineiuc état où l’approbation y aura été donnée, ès nituns de 
notre très cher & féal Chevalier, Chancelier Garde des Sceaux de r rance. 
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le SteitT PE Maupeou ; qu’il en fera enfuite remis deux Exemplaires dans 
notre Bihliothequc publique, un dans celle de notre Château au Louvre, 
& un dai\5 celle dudit Sieur DE Maupeou : le tout à peine de nullité des 
Préfentes ; DU contenu delquclles vous mandons & enjoignons de Lire 
jouir ledit Expolant les ayans ciufcs, pleinement & paiûblemcnt, fans 
fouffrir qu'il leur foit fiât aucun trouble ou empèclicmeiic. Voulons que 
la copie des Prércmes, qui fera imprimée tout au long, au commencement 
ou à la Bn dudit ouvrage, foit tenue pour dûement figuifiée , & qu’aux 
copies collationnées par l’un de nos amés & féaux Confeillcrs, Secrétaires, 
foi Ibit ajoutée comme à l'original. Commandons au premier notre 
Huifficr ou Sergent fur ce requis, de fiirc pour l’cxccusiou d’icclles, tous 
aâus requis & uéLcffatrcs , fans demander autre permitTion , & nouubifant 
clameur de haro, chute normande & lettres à ce contraires; Car' tel ell 
notre plailir. Donne' à Compiègne le Mercredi deuxième jour du mois 
d’Aouii , l’an de gract tnil fept cent foixantc neuf, & de notre Régne le 
cinquante quatrième. 


PAR LE ROI EN SON CONSEIL , 

L E B E G U E. 


Regijlré fur U Rcgijlre de la Chambre Royale & Syndicale 

des Libr, 6* Impr. de Paris ^ No. 682. folio 46'. conformément au régle- 
ment de <723 , qui fait défenfes art. 41, à toutes perjonnes dt quelque 
qualité & condition quelles foient , autres que les Lib. & lmp. de vendre 
débiter i faire afficher aucuns libres pour les vendre en leurs noms , foit 
qu'ils s’en difent les auteurs vû autrement , & à la charge de fournir à 
la fusdite Chambre neuf Exemplaires prlfcrits pour P article io8. du même 
réglement. Paris ce iS. Novembre tyCÿ. 

BRIASSON, Sindic. 


à Strasbourg de l’Imprimerie de Jonas Lorenz. 


J 

I 

I 

Digitized by Google 

. - J 







Digitized by Google 
- 



Digitized by Google 





Digitized by Google 





Digitized by Goo ile 




I 


Digitized by 


Goo^e 


Digitized by 


Il U 





•i 


/ 




• V V • '< 







Digitized by Google 


